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Аннотация. Настоящая статья является продолжением 
работы [1], где рассмотрена модель вибродемпфирующих 
свойств земляного полотна на основной площадке подошвы 
балластной призмы нормированной толщины, защитной пес-
чаной подушки и глинистых грунтов в условиях воздействия 
гармонических колебаний на основе физико-химической ме-
ханики. 

На базе линейного гармонического анализа волновых про-
цессов в слоистых системах для балластного пути показано, что 
амплитуда смещения на границе песок — суглинок снижается 
в 26 раз в диапазоне частот 1 – 250 Гц. Вдоль шпалы возникают 
вторичные продольные и поперечные волны за счет «пере-
качки» энергии основной продольной волны в поперечную по 
контуру шпалы. В результате появляются циркуляционные по-
токи вдоль длины шпалы, необратимая деформация призмы и 
накопление дефектов в земляном полотне, возрастает пори-
стость и вероятность выплесков балласта. 

Устойчивость движения на балластной призме и ее межре-
монтный срок зависят от правильной организации водостоков, 
особенно в весенне-осеннее время. 

Использование аппарата линейного гармонического ана-
лиза объясняется тем, что влияние нелинейных эффектов 
распространения волн в дисперсных материалах не успевает 
проявиться из-за крайне малых толщин материалов, состав-
ляющих земляное полотно.

Ключевые слова: вибродемпфирование; земляное по-
лотно; упруговязкопластические свойства; гармонический ана-
лиз; вертикальные вибрационные волны 

Введение. В работе [1] показано, что при анали-
зе взаимодействия вагона и железнодорожного 

пути в каждом слое амплитуда и поглощение энергии 
гармонических колебаний за счет отражения на гра-
нице раздела слоистой механической системы будут 
иметь различные значения, отличные от начальной 
амплитуды смещения рельсов. Поэтому представлять 
земляное полотно как некую приведенную сосредо-
точенную массу, участвующую в колебаниях со шпа-
лами и рельсами, неправильно для слоистых систем, 
не имеющих принципиально сосредоточенных масс. 
Кроме того, для возникновения колебаний в глини-
стом слое необходимо, чтобы под ним находилась 
среда, отражающая вертикальную продольную волну. 
Иначе обратная полуволна не сформируется, а ком-

прессионная волна уйдет вглубь грунта и превратится 
в итоге в тепло. Моделирование колебаний земляного 
полотна телом Кельвина – Фойгта может давать значи-
тельные погрешности и не выявляет истинные физи-
ческие механизмы на стадии демпфирования упруго-
вязкопластических свойств земляного полотна. За счет 
отражения деформационных волн от внешних поверх-
ностей: торцов, боковых поверхностей шпалы — и их 
компенсации моделирование колебаний земляного 
полотна сводится к одномерной задаче.

Определения. Во всех средах распространяющаяся 
волна затухает вследствие потерь энергии колебаний, 
связанных с неупругими свойствами сред и рассеяни-
ем на неоднородностях среды. В самом общем случае с 
расстоянием амплитуда волны ( )iA x  меняется по зако-
ну [2, 3]

�0( ) ; .i z
i i i

i

A x A e
v

α ωα η= = 	 (1)

где 0A  – начальная амплитуда волны; z — вертикаль-
ная координата; ω  – частота волны.

Для количественной оценки поглощения вибра-
ционной волны на практике используют коэффи-
циент потерь η, определяемый отношением энер-
гии, поглощенной за один период колебаний 

погл.W , 
к максимальной потенциальной энергии в системе 

пот.W  [2]
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а также обратную величину — добротность 1/η. Для 
конструкционных материалов (сталь, дюраль) коэф-
фициент потерь имеет порядок 10−4. Для реальных 
конструкций, выполненных из этих материалов, ко-
эффициент потерь резко возрастает и составляет 10−2, 
10−3, что объясняется дополнительными потерями в 
узлах соединений отдельных элементов конструкции. 
Для стали ,η −= ⋅ 41 2 10 , для бетона η −= 310 . 

Условия на границе слоистой механической сис
темы требуют равенства смещений (неразрывность 
сред) и равенства напряжений — условие неподвиж-
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ности границы. Из этих условий вытекают равенства 
для границы раздела фаз [4]
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где iΩ  – коэффициент отражения от границы раздела 
сред.

Знак минус у коэффициента отражения означает, 
что фаза отраженной волны меняется на противо-
положную по отношению к фазе падающей волны 
(рис. 1 а, б). Коэффициенты отражения вибраци-
онной волны iΩ  на границах металл — воздух, 
бетон — воздух, щебень — воздух, полимерный 
материал — воздух считаем равными 1. Эти допуще-
ния, как показывают оценки, справедливы для границ 
твердое тело — воздух с погрешностью ~ 5 · 10-4  %, 
для границ полимер — воздух ~ 0,1 %. Величина Ω2
(сталь/резина) с учетом данных в таблице равна
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Величина Ω3  (резина/бетон) равна
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Периодическая сила, создающая колебания в ре-

зонаторах 1 и 2, приложена к рельсу (граница z= 0, 
рис. 2). Механические напряжения Ti в слое опреде-
ляются как [2, 3]
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где Si — деформация в i-ом слое упругого материала; 
Sувi — упруговязкая деформация в упруговязкопла-
стичном материале. 

Граничные условия для задачи моделирования. До-
полним поставленную задачу взаимодействия дефор-
мационных волн в слоистой акустической системе 
(уравнения (1 – 7) [1]) граничными условиями для со-
ставного резонатора Р1 (рис. 3 [1]):
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где F(τ) — сила, нагружающая рельс в расчете на одну 
колесную пару, Н; р ш,a a  — ширина подошвы рельса 
и шпалы; u1  — амплитуда смещения рельса; S1  — де-
формация рельса.                                       

2) На границе рz h=                                                                
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где kрп — коэффициент изменения акустической пло-
щади резиновой прокладки на шпале (20 см/27 см = 
0,74; Т1, Т2 — напряжения в рельсе и в резиновой про-
кладке; hр — высота рельса; , *E E1 2  — модули Юнга 
рельса и резиновой прокладки; U2 — амплитуда сме-
щения упруговязкопластичной резиновой прокладки.
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k

a L
= — коэффициент изменения акустиче-

ской площади шпалы; пшa  — ширина подошвы шпа-
лы; шL  — длина шпалы; прh  — толщина резиновой 
прокладки; Т3 — напряжение в шпале; S2 — деформа-
ция резиновой прокладки; S3 — деформация шпалы; 
u3 — амплитуда смещения шпалы.

Для составного резонатора Р2: 
4) На границе р пр шz h h h= + +
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где щ , ( )k β= −0 2 1  — коэффициент изменения актив-
ной акустической площади щебеночного слоя или 
средняя удельная поверхность контакта щебня для 
среднего диаметра гранул (~ 45 мм) с плоскостью по-
дошвы шпалы [5]; β — пористость щебня (0,45…0,6) 
[6]; T4 — напряжение в щебеночном слое; Е3 — модуль 
Юнга шпалы; U4 — амплитуда смещения щебеночно-
го слоя; шh  — высота щебеночного слоя; S4 — дефор-
мация щебеночного слоя.

5) На границе р пр ш щz h h h h= + + + 	
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где *E4  — модуль Юнга щебеночного слоя; *E5  — мо-
дуль Юнга песчаного слоя; щh  — толщина щебеноч-
ного слоя; T5 — напряжение в песчаном слое; S5 — де-
формация песчаного слоя; U5 — амплитуда смещения 
песчаного слоя.

Коэффициент изменения активной акустической  
площади границы между щебнем и песком примем рав-
ным 1, так как из-за вибрации при движении поездов 
происходит сепарация мелких фракций щебня вблизи 
границы р пр ш щz h h h h= + + + , кроме того, песчаная 
фракция проникает в поровое пространство щебня, об-
разуя не плоскую и резкую, а размытую границу.
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Рис. 1. Изменение величины амплитуды при отражении 
от границы сталь — вода. Падающая волна: а — в стали; 
б — в воде; С — сталь; В — вода; ПД — падающая волна; 

ПВ — прошедшая волна; ОВ — отраженная волна; Р — относи-
тельная амплитуда волны; Рп — амплитуда падающей волны; 
Ротр — амплитуда отраженной волны; Рпр — амплитуда волны, 

прошедшей через среду
Fig. 1. The change in magnitude of the amplitude upon reflection from 
the steel — water boundary. The incident wave: a — in steel; б — in the 

water; С — steel; В — water; ПД — falling wave; ПВ — transmitted 
wave; ОВ — reflected wave; P — relative wave amplitude; Рп — 

amplitude of the incident wave; Ротр — amplitude of the reflected wave; 
Рпр — amplitude of the wave transmitted through the medium
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Рис. 2 (рис. 3 [1]). Схематическое изображение слоистой системы:
1 — рельс; 2 — подкладка; 3 — шпала; 4 — щебень; 5 — песчаная 

подушка; 6 — суглинок; Р1, Р2 — резонаторы
Fig. 2 (fig. 3 [1]). Schematic representation of a layered system:

1 — rail; 2 — pad; 3 — sleeper; 4 — crushed ballast; 5 — sand cushion; 
6 — loam; Р1, Р2 — resonators
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где T6 — напряжение в глинистом слое; *E6  — модуль 
Юнга глинистого слоя; U6 — амплитуда смещения 
глинистого слоя; S6 — деформация глинистого слоя.

Коэффициент изменения активной акустической 
площади границы между песком и суглинком также 
примем равным единице, так как из-за вибрации при  
движении поездов происходит проникновение вязко-
упругой глинистой среды в поровое пространство пес-
чаной фракции с образованием размытой границы с 
плавным изменением импеданса среды вблизи грани-
цы z5,6 песчаного и глинистого слоев соответственно.

Найдем функцию амплитуды смещения глинисто-
го слоя ( )U z6  на границе р пр ш щ п,z h h h h h= + + + +  
где пh  — толщина песчаного слоя.

Коэффициент ослабления вертикального сме-
щения равен ( ) / ( )oiK U z u= 6 1 0 , и для этого решим 
совместно систему уравнений (1 – 7) [1], учитывая 
различные состояния щебня, песка и суглинка. Ко-
эффициент ослабления вертикальных деформаций и 
напряжений на границе раздела в соответствии с дан-
ным уравнением будет равен

; .si Ti

dU E dU
K K

du E du
= =6 6 6

0 0
1 1 1

	 (13)

Напряжение на границе песок — суглинок при-
водит к выплескам пути. Напряжение Е6dU6 — это 
давление, действующее в элементарном объеме на 
границе раздела. Вдоль оси X напряжения от каж-
дой шпалы, как было показано выше, в основном 
компенсируются. По оси Y вблизи контура подошвы 
шпал при превышении суммы напряжения Е6dU6 и 
квазипостоянного напряжения величины предель-
ного напряжения сдвига суглинка будет наблюдаться 
выплеск и уширение земляного полотна. 

1) На границе 1 — поверхности катания (z = 0) рельс 
над шпалой смещается по оси Z при накатывании колеса

 

р ш
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( , ) ; ( , ) ( ) ;
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( , ) ,

j du
u u e S S
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T
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ωτ τ
τ τ τ

ττ

= = =

=

0 1
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1
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где u0  — амплитуда смещения рельса. Для z = 0 и ко-
эффициента отражения, равного 0, на поверхности 
контакта колеса и рельса из уравнения (14) находим 
уравнение падающей волны

; ,j ju e A e A uωτ ωτ= =0 0
1 1 	 (15)

где A1 — амплитуда падающей волны в рельсе.

(12)
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Смещение падающей волны ( , )u z τ1  в рельсе от-
ражается от границы 2, рz h=  (поглощением энергии 
в металле рельса пренебрегаем, так как коэффициент 
поглощения ,η −= ⋅ 4

1 1 2 10 ), высота рельса типа Р65 
составляет 0,18 м, а величина рk he eη −− −= ≅

6
1 1 10 1  для 

угловой частоты колебаний ω  = 1570 рад/с, тогда

р р р( ) ( ); ,j k h j k h jk hB e u e B u eωτ ωτΩ Ω+ − −= =1 1 120 0
1 2 1 2 	 (16)

где B1  — амплитуда отраженной волны в рельсе; Ω2 — 
коэффициент отражения резиновой прокладки.

Решая совместно (15) и (16), находим выражение 
для проходящей волны в слой 2 (резиновую проклад-
ку) р( , )u h τ1

р

р, [ ]( ) [ ] .j k hu h u e ωττ Ω −= + 10
1 21 	 (17)

Волновое число для диапазона частот 1…250 Гц и 
металла (таблица) равно / ( ... ) /ik vω= = =1 6 1570 5100      

, ... , ,−= ⋅ 31 2 10 0 31 произведение р , ... , ,k h − −= ⋅ ⋅4 2
1 2 2 10 5 6 10  

а фаза р( ) .jk hRe e− ≈1 0  Поэтому уравнение (17) на гра-
нице 2 для ,Ω =−2 0 8  [1] упростится

р,( ) [ ] , .j ju h u e u eωτ ωττ Ω= + =0 0
1 21 0 2 	 (18)

Резиновая накладка между рельсом и шпалой 
уменьшает амплитуду смещения в 5 раз, а в системе 
колесо — рельс падающая и отраженная волны ча-
стично компенсируются, и возникнет волна вида

р

, , .
h

j
vj ju u e u e u e

ω τ
ωτ ωτ∆

   −   = − ≅0 0 00 8 0 2

2) На границе 2 (рельс — резиновая подкладка,  
рz h= ) с учетом уравнения (18)  

р

р

Г
р р

Г

, ,( ) ( ) , (

) ,

j hj

j h j

u h U h u e C e

D e e

ωτ

ωτ

τ τ −= = = +

+

2

2

0
1 2 2

2

0 2
	 (19)

где С2, D2 — комплексные коэффициенты падающей и 
отраженной от границы волны для второго слоя; Г2 — 
постоянная распространения в резиновой прокладке.

Падающая волна смещения Гj z jC e e ωτ− 2
2  частично 

отражается от границы 3 р пр+( )z h h=

2 2

р пр

Г ) Г )

Г ( + )

( ( ;

,

j z j z

j h h

C e D e D C

e

ωτ ωτΩ Ω− +

−

= = ×

× 2

3 2 2 2 3 2
2

 	 (20)

где Ω3  — коэффициент отражения шпалы. 
Тогда суммарное уравнение c учетом (19) и (20) на 

границе 3 будет иметь вид

( ) ( ) пр

пр

Г

р пр Г
+

,
, .

j h
j

j h

u e
U h h e

e
ωτΩ

τ
Ω

−

−

+  =   +

2

2

0
3

2 2
3

0 2 1
1

	 (21)

Волновое число для резиновой подкладки (уравне-
ние (7) [1]) равно 

( )
( )

( )( )

( ) ( )
( )

Г
...

, , ...

...
, ... , , ... ,

, ... , , ... ,

, ... , .

j
v

j

j

j

ω η γ −

−

− − − −

− −

 = + = − ⋅ +  

+ = ⋅ +

+ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ +

+ ⋅ ⋅

4
2 2 2

2

3

3 1 3 3

3 1

6 1570
0 35 1 6 10 6 1570

1479
6 1570 4 1 10 0 11 0 35 0 05

1479
4 1 10 1 1 10 1 44 10 5 5 10

4 1 10 1 1 10

Толщина подкладки составляет 0,01 м, а произ-
ведение в показателе степени выражения прГj he− 2  в 
правой части числителя (20) 5 5

пр =1,44 10 ...5 10 ,hα − −⋅ ⋅2  

а величина прexp .
h

v

ω
η

  − ≅   
2

2

1  В таких тонких подклад-

ках ослабление амплитуды вибрации крайне мало, то 
же относиться и к смещению фазы гармоник. Произ-
ведение , ... ,γ Ω − −=− ⋅ ⋅3 6

2 3 3 3 10 8 8 10 1  в знаменателе 
уравнения (20). Поэтому с учетом оценок уравнение 
(20) упростится

( ) ( )р пр , , , , .j jU h h u e u eωτ ωττ + = + =  
0 0

2 0 2 1 0 26 0 25 	(23)

3) На границе 3 (резиновая подкладка — шпала, 
р пр+z h h= ) с учетом уравнения (23)       

( ) ( ) ( )

( )

р пр

р пр

+

р пр р пр

+

+ +

, .

j k h h

j k h h j

U h h u h h A e

B e u e

ωτ

ωτ ωτ

 −  

 +  

= = +

+ =

3

3

2 3 3

0
3 0 25

	 (24)

Падающая волна смещения ( )j k zA e ωτ− 3
3  отражается 

от границы 4
р пр ш+ + )

р пр ш+ +

(( ); ;

.

j k h h hjk z j k zjA e e B e B A e

z h h h

ωτωτΩ Ω −− += =

=

33 3 2
4 3 3 3 4 3  	

	 (25)

Величина коэффициента отражения щебеночного 
слоя Ω4  с учетом выражений (5 – 7) [1] рассчитывается 
по формуле

( )
( )( ) ( )( )

( )
( )( ) ( )( )

*

*

( )

( )

, .

z z v v

z z v v

E E

E E

ρ ρ
Ω

ρ ρ

ν νρ ρ
ν ν ρν ν ρ

ν νρ ρ
ν ν ρν ν ρ

− −
= = =

+ +

− −
−

+ −+ −
= =

− −
+

+ −+ −

⋅ − ⋅
= =

⋅ + ⋅

4 3 4 4 3 3
4

4 3 4 4 3 3

4 3
4 3

34

4 3
4 3

34

1 1
1 1 21 1 2

1 1
1 1 21 1 2

2700 5000 950 1479 0 81
2700 5000 950 1479

	 (26)

Уравнение смещения c учетом (24 – 26) на границе 4 
будет иметь вид                                 

( ) ( )
ш

ш
р пр ш

,25
+ + j jk h

jk h

u
u h h h e

e
ωτΩ

Ω
−

−

+
=
+

3

3

0
4

3 2
4

0 1
1

	 (27)

(22)



В. М. Бельков/Вестник ВНИИЖТ. 2017. Т. 76. № 5. С. 312 – 320

© Вестник Научно-исследовательского института железнодорожного транспорта (Вестник ВНИИЖТ), 2017       ISSN 2223 – 9731316

Волновое число для бетонной шпалы (табли-
ца) равно ,2 10 ,1 10 ,/ ... / ...k vω − −= = = ⋅ ⋅3 1

3 3 6 1570 5000 1 3  
толщина шпалы составляет 0,23 м, произведение 

4 2
ш ,8 10 ,1 10... .k h − −= ⋅ ⋅3 2 7  Фаза р( )jk he− 3  в уравнении  

(5) [1] изменяется в интервале 4 2,8 10 ,1 10 ,...− −⋅ ⋅2 7  что 
значительно меньше ,28 c c.ωτ −= ⋅16 1  В знаменателе 
уравнения (27) фаза р( )jk he− 32  изменяется в интервале 

4,6 10 ,14,...−⋅5 0  а значения 4,6 10 ,14) ,6sin( ... (−⋅ ∈ ⋅5 0 5
,14)....−⋅ 410 0 Поэтому уравнение (27) можно упростить

р пр ш+ + ) 0,25 ,45( ( ) .j ju h h h u e u eωτ ωτΩ≅ + =0 0
3 41 0 	 (28)

4) На границе 4 (шпала — щебень, р пр ш+ +z h h h= ) с 
учетом уравнения (28) 

р пр ш

р пр ш р пр ш

Г +

+ )= +

,45( )

( ( )

.j h h h j j

u h h h U h h h

C e e u eωτ ωτ− +

+ + =

= =4

3 4

0
4 0

	 (29)

Коэффициент отражения на границе 5 между шпа-
лой и щебнем равен 

,86.

*

*

z z v v

z z v v

ρ ρ
Ω

ρ ρ
− −

= = =
+ +

⋅ − ⋅
= =−

⋅ + ⋅

5 4 5 5 4 4
5

5 4 5 5 4 4

2040 500 2700 5000 0
2040 500 2700 5000

	 (30)

Падающая волна смещения ( )j k zA e ωτ− 4
4  отражается 

от границы 5 

р пр ш щ+ + + )

р пр ш щ

;

;

+ + +

( )

(

.

jk z j k zj

j k h h h h

A e e B e

B A e

z h h h h

ωτωτΩ

Ω

− +

−

=

=

=

4 4

4

5 4 4
2

4 5 4 	 (31)

Уравнение смещения c учетом выражений (29 – 31) 
на границе 5 будет иметь вид 

щ

щ
р пр ш щ

,45
+ + )=

( )
( .j jk h

jk h

u
U h h h h e

e
ωτΩ

Ω
−

−

+
+

+
4

4

0
5

4 2
5

0 1
1

	 (32)

Волновое число для слоя щебня (таблица) рав-
но 2,2 10 ,1,/ ... / ...k vω −= = = ⋅4 3 6 1570 500 1 3  толщи
на слоя щебня составляет 0,4 м, произведение 

3
щ ,8 10 ... , .k h −= ⋅3 4 1 2  Фаза р( )jk he− 3  в уравнении (5) [1] 

изменяется в интервале 3,8 10 ,1,...−⋅4 3  что значи-
тельно меньше ,28 c c,ωτ −= ⋅16 1  а следовательно, 
фазу sin( )ik zωτ−  можно считать близкой к 0. Приве-
денные оценки для фазы р( )jk he− 3  справедливы и для 

р( )jk he− 32 . Поглощением энергии волны в бетоне мож-
но пренебречь (см. таблицу). Поэтому уравнение (32) 
можно упростить  

р пр ш щ+ + + )=0,45

,063

( ( )

.

j

j

u h h h h u e

u e

ωτ

ωτ

Ω+ =

=

0
4 5

0

1
0

	 (33)

Для снижения амплитуды изгибных деформаций 
в шпале следует установить промежуточный матери-
ал — полимерную прокладку, выравнивающую на-

(37)

пряжения в объеме бетона между шпалой и щебнем и 
увеличивающую площадь акустического контакта [5]. 
При этом следует учитывать, что модуль упругости 
полимера заметно повышается, начиная со 100 Гц, и 
срок службы такой прокладки будет не выше пяти-
шести лет. 

5) На границе 5 (щебень — песок, р пр ш щ+z h h h h= + + ) 
с учетом уравнения (33)

4 р пр ш

р пр ш щ 5 р пр ш

Г ( + )

( ) ( )

, .j h h h j j

u h h h h U h h h

C e e u eωτ ωτ− +

+ + + = + + =

= =

4

0
5 0 063

	 (34)

Коэффициент отражения на границе 6 между пес-
чаным слоем и щебнем равен

*

*

, .

z z v v

z z v v

ρ ρ
Ω

ρ ρ
− −

= = =
+ +

⋅ − ⋅
= =−

⋅ + ⋅

6 5 6 6 5 5
6

6 5 6 6 5 5

1750 350 2040 500 0 25
1750 350 2040 500

	 (35)

Поэтому для параметров из таблицы падающая 
волна смещения Г( ) ( ),j z z jC e u e eωτ α ωτ γ− − −=5 5 40

5 0 063 на 
границе 5 примет вид

щ

р пр ш щ+
( ... ) , , / ( )

( ) , ( )

, ( , )

, ( ... , ) , .

h

v j

j

j j

U h h h h u e e

u e e

u e u e

ωη
ωτ

ωτ

ωτ ωτ

Ω
−

− ⋅ ⋅

+ + = + =

= − =

= ≅

4
40

5 6

0 6 1570 0 1 0 4 500

0 0

0 063 1 10
0 063 1 0 25
0 047 1 0 93 0 045

	
	 (36)

6) На границе 6 (песок — суглинок, р прz h h= + +   
ш щ п )h h h+ + + с учетом уравнения (36) 

5 р пр ш щ

5 р пр ш щ р пр ш щ п

Г ( )

( ) ( )

, .j h h h h j j

U h h h h U h h h h h

C e e u eωτ ωτ− + + +

+ + + = + + + + =

=

6

0
6 0 045 	

Для строительного песка снижение амплитуды со-
ставит , ... ,e α− ⋅ ≈5 1 0 998 0 7, или в среднем 0,85. В окон-
чательном виде

р пр ш щ п( ) , .jU h h h h h u e ωτ+ + + + = 0
6 0 038 	 (38)

Зная величину смещения рельса ju e ωτ0  по оси 
Z, легко рассчитать напряжение, действующее по 
контуру шпалы и вызывающее просадку. Условием 
начала просадки является превышение напряже-
ния T6 предельного напряжения сдвига суглинка G0, 
т. е. Т6 > G0. Для неуплотненных глинистых грун-
тов G0 = 0,03 МПа, для уплотненных — G0 = 0,04 — 
0,06 МПа [7].

Продифференцировав уравнение (38), находим де-
формацию и напряжение уравнение (12) на границе 
песок — суглинок (п. 6 таблицы)

,05)

*

(

, ;

, .

jj

j

dU dU
S u e T E e

dz dz

u e

δωτ

ωτ

ω

ω

−

−

= = = ≈

≈ ⋅

506 6
6 6 5

6 0 0

0 038

14 5 10
	 (39)

Найдем величину напряжения на границе пе
сок — суглинок для двух состояний песчаной подушки: 
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п. 9 таблицы ( , ), ;jdU
T E u e

dz
ωτω −= = ⋅ 6 0 0 16

5 5 2 4 10 	 (40)

п. 10 таблицы ( , ), .jdU
T E u e

dz
ωτω −= = ⋅ 4 0 0 66

5 5 1 9 10

Снижение амплитуды для случая п. 9 таблицы со-
ставит , ... ,e α− ⋅ =5 1 0 99 0 11, и, следовательно, произой-
дет перекачка энергии продольной волны в попереч-
ную и возникнет течение песка вдоль длины шпалы в 
обе стороны, а соответственно, возрастет пористость 
в слое песка и повысится вероятность выплеска. 

Таким образом, амплитуда смещения на границе 
песок — суглинок снижается в 26 раз в диапазоне ча-
стот 1 – 250 Гц. Для песка с повышенной влажностью 
вблизи торцов шпалы возникают вторичные попереч-
ные волны, способствующие течению песка. Между 
шпалами встречные вторичные поперечные волны 
компенсируются, но возрастает пористость песчаного 
слоя за счет выноса песка вверх. 

Как было обосновано выше, из-за «размытой» гра-
ницы между песком и суглинком коэффициент отра-
жения можно принять равным 0. При этом результаты 
расчетов изменятся незначительно и на 15 % умень-
шится степень демпфирования.

В заключение для сравнения рассмотрим задачу, 
когда верхнее строение пути помещается в бетонный 
короб, который устанавливается на слой гравелисто-
песчаной смеси и суглинок, а в подшпальные углу-
бления в нем установлены резиновые прокладки. 
Песочно-гравийная смесь в качестве защитного слоя 
для безбалластного пути имеет худшие прочностные 
и деформативные свойства при вибродинамических 
воздействиях, чем щебень [8]. По аналогии с рассмо-
тренной выше задачей можно записать, что на грани-
цах 1, 2 те же выражения. А на границе 3 будет дей-
ствительно уравнение (20). 

На границе 3 ( р пр+z h h= ) с учетом уравнения (20)
  

( )

( )

р пр

р пр

р пр р пр( ) ( )

, .

j k h h

j k h h j

U h h u h h A e

B e u e

ωτ

ωτ ωτ

 − +  

 + +  

+ = + = +

+ =

3

3

2 3 3

0
3 0 25

	 (42)

Падающая волна смещения ( )j k zA e ωτ− 3
3  отража-

ется от границы 4 (шпала — резиновая прокладка, 
р пр ш+ +z h h h= )  

р пр ш

( )

( )

;

.

jk z j k zj

j k h h h

A e e B e

B A e

ωτωτΩ

Ω

− +

− + +

=

=

3 3

3

4 3 3
2

3 4 3
	 (43)

Величина Ω4  с учетом выражений (9 – 11) рассчи-
тывается по формуле 

4 3

4 3

, .

z z v v

z z v v

ρ ρ
Ω

ρ ρ
− −

= = =
+ +

⋅ − ⋅
= =

⋅ + ⋅

4 4 3 3
4

4 4 3 3

2700 5000 950 1479 0 81
2700 500 950 14790 	 (44)

Уравнение смещения c учетом выражений (42 – 44) 
на границе 4 будет иметь вид

3 ш

3 ш
р пр ш

, ( )
( ) .jk hj

jk h

u
u h h h e

e
ωτΩ

Ω
−

−

+
+ + =

+

0
4

3 2
4

0 25 1
1

	 (45)

Далее следуют такие же оценки, как для границы 3 
предыдущей задачи. Поэтому уравнение (45) можно 
упростить   

р пр ш( ) , ( , )

, .

j

j

u h h h u e

u e

ωτ

ωτ

+ + ≅ + =

=

0
3

0

0 25 1 0 81
0 45  

На границе 4 (шпала — резиновая подкладка, 
р пр ш+ +z h h h= ) с учетом уравнения (46)

4 р пр ш

3 р пр ш р пр ш

Г ( )

( ) , ( )

.

j

j h h h j

u h h h u e U h h h

C e e

ωτ

ωτ− + +

+ + = = + + =

=

0
4

4

0 45
	

Коэффициент отражения на границе 5 между шпа-
лой и резиновой прокладкой равен 

5 4

5 4

*

*

, .

z z v v

z z v v

ρ ρ
Ω

ρ ρ
− −

= = =
+ +

⋅ − ⋅
= =−

⋅ + ⋅

5 5 4 4
5

5 5 4 4

950 1479 2700 5000 0 81
950 1479 2700 5000

	 (48)

Падающая волна смещения ( )j k zA e ωτ− 4
4  отражается 

от границы 5 

р пр ш пр

р пр ш пр

( )

( )

;

;

.

jk z j k zj

j k h h h h

C e e D e

D C e

z h h h h

ωτωτΩ

Ω

− +

− + + +

=

=

= + + +

4 4

4

5 4 4
2

4 5 4 	 (49)

Уравнение смещения c учетом выражений (46 – 48) 
на границе 5 будет иметь вид 

4 щ

4 щ
р пр ш щ

, ( )
( ) .jk hj

jk h

u
U h h h h e

e
ωτΩ

Ω
−

−

+
+ + + =

+

0
5

4 2
5

0 45 1
1

	 (50)

Волновое число для резиновой прокладки выраже-
ния (6, 7) [1] равно 

Г ( , ... , )

( , ... , ).

j
v

j

ω η γ − −

− −

= + = ⋅ ⋅ +

+ ⋅ ⋅

3 3
2 2 2

2
3 1

1 44 10 5 5 10

4 1 10 1 1 10
	 (51)

Толщина прокладки пусть составляет 0,02 м, а про-
изведение в показателе степени выражения прГj he− 2  в 
правой части числителя (6) [1] пр , ... , .hα − −= ⋅ ⋅5 4

4 2 9 10 1 1 10  
Выбираем ребристую многослойную резину с η =4 2, 

а величина прexp exp
( ... ) ,h

v

ω
η

   ⋅ ⋅ − = − =      
2

2

6 1570 0 02 2
1479

 
, ,... , .e e

−− ⋅ − ≅
41 6 10 0 042 0 98  В таких тонких прокладках   

ослабление амплитуды вибрации крайне мало, то же от-
носиться и к смещению фазы гармоник. На основании 
проведенных оценок можно упростить уравнение (50)

р пр ш щ( ) , .jU h h h h u e ωτ+ + + = 0
4 0 085 	 (52)

(46)

(47)

(41)
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№ 
п/п

Материал среды, 
грунты

Модуль Юнга 
материала Е, 

Па

Скорость 
распрост-
ранения 

волны v, м/с

Коэффициент 
потерь энергии 

η

Плотность 
материала ρ, 

кг/м3

Коэффициент 
Пуассона µ

1 Сталь [15] 20 · 1010 5100 1,2 · 10−4 7870 0,25 – 0,33

2 Бетон [9 – 11] 6,7 · 1010 5000 ~10−3 2700 0,16 – 0,18

3 Резина пористая
[9, 11 – 14]

5 · 104 30 1,5 – 2,0 700 0,47

4 Резиновая прокладка [9] 5 · 106 (10 Гц)
1,2 · 107 (300 Гц) 

1479 0,35 (1 Гц)
0,25 (100 Гц), 
0,04 (300 Гц)  
при δ = 0,2

950 0,38

5 Щебень гранитный [11, 
12 – 19]

350 · 106 100 – 1000 0,1 при δ = 0,1 2040 0,15

6 Гравелисто-песчаная смесь [5] 370 · 106 200 – 500 0,1 при δ = 0,05 1600 – 1900 0,25

7 Песок крупный и средней 
крупности со степенью 
влажности < 0,8 [5]

120 · 106 500 0,1 при δ = 0,03 1700 0,25

8 Песок строительный 
(ГОСТ 8736 – 93) [5, 13]

120 · 106 500 0,1 при δ = 0,1 1680 0,25

9 Насыпные рыхлые пески, 
супеси [5]

62 · 106 100 – 300 0,2 при δ = 0,1 700 – 1400 0,25

10 Водонасыщенный песок [5, 9] 0,49 · 106 290 0,4 при δ = 0,7 1700 0,25

11 Гравий [5] 150 · 106 100 – 1000 0,1 при δ = 0,05 1400 0,18

12 Суглинок тугопластичный и 
плотнопластичный [5]

43 · 106 1500 0,15 1700 0,35

13 Суглинок средний [5] 37 · 106 140 0,15 1810 0,35

14 Суглинок водонасыщенный 
[5]

– 300 – 1400 0,2 1600 – 2100 0,4

15 Супесь водонасыщенная [5] – 300 – 1200 0,2 1600 – 2000 0,35

16 Глина твердая и 
полутвердая [5]

25 · 106 1500 0,15 1700 0,40 – 0,42

17 Глина водонасыщенная [5] – 500 – 2800 0,5 1700 – 2200 0,45

18 Насыпной грунт, уплотнен-
ный со степенью влажности 
< 0,5 [5]

– 300 0,1 1600 0,35

19 Грунт песчаный 
маловлажный [5]

– 150 – 900 0,1 700 – 1400 0,35

20 То же средней влажности [5] – 250 – 1300 0,15 1600 – 1900 0,35

21 То же водонасыщенный [5] – 300 – 1600 0,2 1700 – 2000 0,35

22 Водонасыщенный грунт ниже 
уровня грунтовых вод при 
степени влажности > 0,9 [5]

– 1750 0,3 2000 0,35

23 Деревянная шпала [12] 0,9 · 1010 3600 0,14 960 0,35

δ — коэффициент затухания (угол потерь).

Физико-механические характеристики материалов, используемых в верхнем и нижнем строении пути
Physico-mechanical characteristics of materials used in the subgrade and superstructure of the track
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Таким образом, амплитуда смещения на границе 
резиновая подкладка — бетонный короб снижает-
ся в ~12 раз в диапазоне частот 1 – 250 Гц. Учитывая, 
что бетон не обладает демпфирующими свойствами, 
амплитуда смещения на суглинке описывается тем же 
уравнением (52). 

Для расчета напряжений, действующих на границе 
бетонный короб — суглинок, необходимо записать 

напряжение dU
T E

dz
= 4

5 5 как функцию, распределен-

ную по всем шпалам в секции бетонного короба при 
прохождении по нему грузового состава, далее про-
интегрировав по длине секции можно найти среднюю 
силу, действующую на секцию. 

Выводы. 1.	 Разработан аппарат определения сте-
пени демпфирования гармонических напряжений в 
земляном полотне в зависимости от состава грунта, 
его влажности и пористости. Включение в анализ сто-
имостных показателей позволит оценивать экономи-
ческую эффективность проекта.

2.	 Наилучшие демпфирующие и стоимостные 
свойства имеют конструкции с щебеночным балла-
стом. Однако устойчивость таких конструкции и их 
межремонтный срок зависят от правильной организа-
ции водоотводов, особенно в весенне-осеннее время. 

3.	 Для повышения демпфирования конструкций 
верхнего строения пути следует: 

–	 установить для снижения амплитуды изгибных 
деформаций в шпале промежуточный материал — по-
лимерную прокладку, выравнивающую напряжения в 
объеме бетона между шпалой и щебнем. Однако срок 
службы такой прокладки будет невысоким.

–	 наносить на конструкции вибродемпфирующие 
покрытия (ВДП);

– использовать вибродемпфирующие засыпки из 
сухого песка или чугунной дроби в резиновые кон-
струкции;

–	 применять в качестве прокладок композицион-
ный материал: песок или гранулы графита в резине, 
имеющие угол потерь /δ π≈ 2  и ослабляющие напря-
жение в десять раз при толщине слоя 10 мм. 

4.	 Песочно-гравийная смесь в качестве защитного 
слоя для безбалластного пути имеет худшие прочност-
ные и деформативные свойства при вибродинамиче-
ских воздействиях, чем щебень.

5.	 Разработанный аппарат определения степени 
демпфирования гармонических напряжений в кон-
струкции земляного полотна и верхнего строения 
пути может служить основой для разработки мето-
дики выбора типа конструкции железнодорожного 
полотна в зависимости от геологических, климатиче-
ских условий, среднегодового уровня грунтовых вод и 
количества демпфирующих слоев.
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Modelling of vibration-damping properties of elastic-viscoplastic layers of the roadbed. 
Problem statement 2

V. M. BEL’KOV

Joint Stock Company “Railway Research Institute” (JSC “VNIIZhT”), Moscow, 129626, Russia

Abstract. The present article is a continuation of the article [1], 
where was considered a model of the vibration damping properties 
of the subgrade at the main area of the sole of a ballast prism of 
normalized thickness, a protective sand cushion and clay soils under 
conditions of harmonic vibrations on the basis of physical and chemi-
cal mechanics. It was noted that the Kelvin — Vogt model, currently 
used for modeling, is not applicable for layered systems that do not 
have, in principle, concentrated masses. For the occurrence of oscil-
lations in the clay layer, it is necessary that under it there would be 
a medium reflecting the vertical longitudinal wave. Otherwise, the 
reverse half-wave will not form, and the compression wave will go 
deep into the ground and turn into heat in the end. Such problems 
can be solved only using the theory of wave processes.

On the basis of the harmonic analysis of wave processes in 
layered systems for the ballast track, it is shown that the displace-
ment amplitude at the sand-loam boundary decreases 26 times in 
the frequency range 1 – 250 Hz. Along the sleeper, secondary lon-
gitudinal and transverse waves arise due to the “transfer” of the 
energy of the main longitudinal wave into the transverse along 
the sleepers. As a result, circulation flows along the length of the 
sleeper occurred as well as irreversible deformation of the prism 
and the accumulation of defects in the subgrade, the porosity and 
the probability of splashes of ballast are increased. The best damp-
ing and cost properties have constructions with crushed stone in 
comparison with a ballastless design. However, the stability of the 
motion on the ballast prism and its inter-repair period depends on 
the correct organization of drains, especially in spring and autumn.

Developed apparatus for determining the degree of stress damp-
ing in the structure of the track subgrade and the superstructure can 
be used to develop a normative document for selecting the design 
of the subgrade structure of the track, depending on the geological, 
climatic conditions and the average annual groundwater level. The 
use of the apparatus of linear harmonic analysis is explained by the 
fact that the influence of nonlinear effects of wave propagation in 
dispersed materials does not have time to appear because of the 
extremely small thicknesses of materials constituting the subgrade.

Keywords: vibro damping; subgrade; elastic-viscoplastic pro
perties; harmonic analysis; vertical vibrating waves
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