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Аннотация. Приведен способ определения матрицы вза-
имных спектральных плотностей вертикальных динамических 
сил, действующих на железнодорожный путь в зависимости 
от спектра его неровностей. Этот способ позволит сделать бо-
лее точный расчет средних значений и среднеквадратических 
отклонений вертикальных динамических сил, а также таких 
характеристик верхнего строения пути, как прогибы, углы 
поворота сечений, изгибающие моменты, поперечные силы, 
напряжения его трехслойной конструкции. Для расчетов ис-
пользуется математическая модель колебаний пути как кон-
струкции, содержащей три бесконечно длинные балки, нижняя 
из которых лежит на модифицированном основании Винкле-
ра. Полученные статистические оценки могут быть использо-
ваны при расчетах срока службы безбалластных конструкций 
пути и нагрузки на земляное полотно.
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Введение. В современных условиях  развитие вы-

сокоскоростного [1, 2, 3] и тяжеловесного [4, 5] 

движения является крайне актуальным для желез-

нодорожного транспорта нашей страны. В связи с 

этим особое значение приобретает проблема выбо-

ра конструкций пути и проведения мониторинга его 

состояния. Поведение данных конструкций суще-

ственно различается в зависимости от характеристик 

пути, типа движения, климатических условий. Одна-

ко проведение исследований при помощи натурных 

экспериментов зачастую приводит к существенным 

временным и финансовым затратам, в связи с чем 

растет потребность в использовании математического 

моделирования. Одной из известных является модель 

колебаний пути как конструкции, содержащей три 

бесконечно длинные балки. Она позволяет провести 

оценку средних значений и среднеквадратических от-

клонений различных показателей, характеризующих 

напряженно-деформированное состояние пути.  

В настоящее время расчеты, проведенные с ис-

пользованием данной модели, применяются при 

определении срока службы безбалластных конструк-

ций пути [6, 7, 8, 9], а также при разработке техноло-

гии сейсмического мониторинга, экспресс-оценке 

состояния земляного полотна железнодорожных пу-

тей в условиях Крайнего Севера и Сибири. Выполне-

ние расчетов требует определения матрицы взаимных 

спектральных плотностей динамических вертикаль-

ных сил QS , действующих на путь, для нахождения 

точного значения компонентов которой необходимо 

проведение испытаний с использованием не менее 

4-х тензометрических колесных пар при различных 

скоростях движения вагона. Альтернативным спосо-

бом является нахождение матрицы QS  при помощи 

программы ВЭИП [10], однако заложенный в ней ал-

горитм расчета реализован для модели однослойной 

балки, в связи с чем полученные результаты являются 

приблизительными.

В работе приводится способ определения матрицы  

QS  в зависимости от неровностей пути и характери-

стик трехслойной балки, а также дан пример ее на-

хождения для модели четырехосного вагона. 

Модель колебаний пути. В математической моде-

ли железнодорожный путь рассматривается как кон-

струкция, содержащая три бесконечно длинные бал-

ки, нижняя из которых лежит на модифицированном 

основании Винклера [11, 12], а на верхнюю действу-

ет переменная динамическая нагрузка ( )Q t . Система 

дифференциальных уравнений для данной модели 

имеет следующий вид [12, 13]:

( )
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где iE  — модуль упругости материала i-го слоя при , ;i =1 3

iI  — момент инерции i-го слоя при его изгибе отно-

сительно поперечной горизонтальной оси, отнесен-

ный к одной рельсовой нити; im  — распределенная 

приведенная масса i-го слоя, отнесенная к одной 

рельсовой нити; if  — распределенное приведен-

ное демпфирование i-го слоя, отнесенное к одной 

рельсовой нити; iU  — приведенный модуль упруго-

сти основания i-го слоя при вертикальном изгибе, 

отнесенный к одной рельсовой нити; iz  — верти-

кальный прогиб i-го слоя в подрельсовом сечении; 

x — абсцисса текущего сечения балки, отсчитывае-

мая от некоторого неподвижного начала координат; 

t — время.

Делаем замену ( , ), ,
i

i t Q
i zz e W u i u x vt� �= = −  

где v — скорость движения переменной нагрузки; �  — 

частота колебаний; u — абсцисса текущего сечения 

балки, отсчитываемая от начала координат, совме-

щенного с движущейся нагрузкой.

Решаем систему (1) с учетом краевых условий, 

приведенных в [7], для нахождения ( , )
i

Q
zW u i�  — ча-

стотной характеристики, которая связывает прогиб 

i-го слоя в сечении, удаленном от действующей силы 

( )Q t  на расстоянии u. Преобразованная система диф-

ференциальных уравнений с комплексными коэффи-

циентами приводится в [6, 12, 14].

Средняя величина векторов прогибов iz  под 

действием вектора нагрузки ( )tQ  находится по фор-

мулам [6, 13] 

( ) ; ,
i

Q
i z i= =z W Q0 1 3  (2)

где ( )
i

Q
z i�W  — операционная матрица системы урав-

нений, элементы которой определяются частотными 

характеристиками ( , )
i

Q
zW u i� ; Q  — вектор-столбец 

средних значений вертикальных сил Q.

Среднеквадратическое отклонение величин про-

гибов от их средних значений определяется диаго-

нальными членами матрицы спектральных плотно-

стей прогибов слоев балки [12, 15]: 
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где n n×  — размерность матрицы спектральных плот-

ностей прогибов i-го слоя ( )
iz �S , 

( ) ( ) ( ) ( ),
T

ii i

Q Q
zz Q z� � � �=S W S W  (4)

где ( )i

Q
z �W  — матрица, комплексно сопряженная с 

матрицей ( )
i

Q
z i�W , а ( )

T

i

Q
z �W  — матрица, транспони-

рованная по отношению к ( )
i

Q
z i�W ; ( )Q �S  — матрица 

спектральных плотностей процесса изменения дина-

мических сил в контактах колес экипажа и рельса. 

Для четырехосного вагона имеем n = 4 

,
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Элементы матрицы имеют следующий вид:
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где d — расстояние между колесными парами; l — рас-

стояние между центрами тележек.

Нахождение матрицы SQ для модели трехслойной 
балки. Для нахождения среднеквадратического от-

клонения величин прогибов слоев от их средних зна-

чений в модели трехслойной балки необходимо найти 

матрицу взаимных спектральных плотностей верти-

кальных сил QS . Для этого найдем частотную матри-

цу, определяющую динамическую систему с входом 

по неровности пути и выходом по динамической силе 

в контакте колеса и рельса. 

Из уравнения, связывающего компоненты вектора 

смещений колес с компонентами вектора прогибов 

рельса, имеем [13]

д( ) ( ) ( ) ( ),j j j jz t z t t vt� �− − =0 0 0
 (6)

где ( )jz t  — смещение j-го колеса под нагрузкой д ( )jQ t ; 

д ( )jz t0
 — местная деформация в точке контакта колеса 

и рельса, вызванная действием вертикальной нагрузки 

д ( )jQ t ; ( )j t�0
— контактная деформация в точке контакта 

колеса с рельсом; ( )j vt�0  — неровность под j-м колесом.

р л кa a( ) ( ) ( ) ( ),j j j jvt vt vt vt� � � �= + + + +0 0 0 0
 (7)

где р a( )j vt� +0  — неровность на поверхности ката-

ния рельса; л a( )j vt� +0
 — неровность, обусловленная 

зазором между рельсом и основанием; к ( )j vt�0  — не-

ровность колеса; aj — расстояние между j-м колесом и 

началом подвижной системы координат, движущейся 

вместе с экипажем с постоянной скоростью v.
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Переходя к векторной записи (6) и с учетом равенств

�
д( ) ( ) ;t i�=z W Q0�  (8)

�
дд ( ) ( , ) ;Q

zt i�=z W Q
1

0
0  (9)

�
д

к

( ) ,t
C

� = Q0

0

1
 (10)

где ( )tz�  — фурье-образ прогиба ( )tz ; ( )i�W 0  — частот-

ная характеристика, связывающая вектор динамиче-

ских сил в контактах колес и рельсов с вектором верти-

кальных смещений колесных центров; 
i

Q
zW  — частотная 

характеристика прогибов 1-го слоя; кC 0
 — контактная 

жесткость пары колесо — рельс; � дQ  — фурье-образ век-

тора динамических сил в контактах колес и рельса д ( )tQ , 

получаем

�
д ( )p i�=Q W ,��  (11)

где ��  — фурье-образ неровности ( )t� ; 

к

( ) ( ) ( , ) ,Q
p zi i i

C
� � �
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1

0

0

1
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где E — единичная матрица.

Матрица частотных характеристик ( )p i�W  связы-

вает вектор неровностей пути под всеми осями вагона 

�  с вектором вертикальных сил, возникающих при 

движении вагона по пути. Наряду с ней рассматрива-

ется частотная характеристика ( ) ( ),Q pi i� �
�

=−W W
2

1
 

определяющая вектор динамических сил при вход-

ном воздействии в виде вектора вторых производных 

по времени от неровностей пути. Отсюда, пользуясь 

формулой, определяющей спектральную плотность 

процесса на выходе системы [16], находим матрицу 

спектральных плотностей вертикальных сил:

( ) ( ) ( ) ,T
Q p pi i�� � �=S W S W  (13)

где �S  — матрица спектральных плотностей неров-

ностей пути. 

Матрица спектральных плотностей неровностей 

пути в первом приближении может быть найдена в 

следующем виде [12]:

( ) ( ) ( )S vS� � �� � �= =S R R ,

где ;/ v� �=  ( )S� �  — спектральная плотность неров-

ностей как функция времени; ( )S� �  — спектральная 

плотность неровностей как функция протяженности 

пути; R – осцилляционная матрица.

В частности, для четырехосного вагона имеем
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Пример нахождения матрицы SQ для модели че-
тырехосного грузового вагона. Считая спектральную 

плотность неровностей пути ( )S� �  известной (на-

ходится по результатам обработки данных вагона-

путеизмерителя или может быть аппроксимирована 

в зависимости от класса пути [17]), для нахождения 

матрицы SQ необходимо найти частотную матрицу 

( )p i�W , которая, в свою очередь, требует нахождения 

частотных матриц Q
zW

1
 и W 0. Для модели четырехосно-

го грузового вагона частотная матрица Q
zW

1
 имеет вид 

(5) при i =1. Для нахождения матрицы W 0 рассмо-

трим кинематическую схему вагона, представленную 

на рис. 1 [18].

Запишем обобщенные координаты системы [19]:
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Воспользовавшись уравнениями Лагранжа второ-

го рода для системы 

Рис. 1. Кинематическая схема четырехосного вагона:

M
1 
—

 
масса кузова; c

1
 — жесткость; r

1 
—

 
демпфирование; y

01
, y

02
, 

y
03

, y
04

 — смещение колесных центров; y
1
, y

2
 —смещение центров 

тележки; P
Д1

, P
Д2

, P
Д3

,
 
P

Д4  
—

 
динамические силы в точке контакта 

колеса с рельсом; d — расстояние между колесными парами; l — 

расстояние между центрами тележек

Fig. 1. Kinematic scheme of a four-axle car:

M
1 
—

 
body weight; c

1
 — stiffness; r

1 
—

 
damping; y

01
, y

02
, y

03
, y

04
 — 

displacement of wheel centers; y
1
, y

2
 — displacement of the bogie 

centers; P
Д1

, P
Д2

, P
Д3

,
 
P

Д4 
—

  
dynamic forces at the point of contact of 

wheel with rail; d — wheelbase; l — distance between the bogie centers

Д1 Д2 Д3 Д4
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T П Ф
,i

i i i

d
Q

dt q q q
∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂� � �

 

где T — кинетическая энергия системы; П — потенци-

альная энергия системы; Ф — функция рассеивания 

энергии системы,

находим матрицу частотных характеристик:

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ,

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

W i W i W i W i

W i W i W i W i
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W i W i W i W i
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� � � �
� � � �
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W
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11 12 13 14
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0 21 22 23 24

0 0 0 0

31 32 33 34
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41 42 43 44

(15)

где

( ) ( ) ( ) ( )
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( ) ( ) ( ) ( )
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
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( )
( ) ;

( )
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W i
�

�
�

=
21

2
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 (17)

( ) ;W i M i r c� � �= − −11 2

1 1 1
2 2  (18)

( ) ( )

( ) ;

W i M M ir M M

c M M

� � �

�

= − + −

− +

12 4 3

0 1 1 0 1

2

1 0 1

2

2  (19)

( ) ;W i I i r l c l� � �= − −21 2 2 2

1 1 1
4 2 2  (20)

( ) ( )

( ) ,

W i M I ir M l I

c M l I

� � �

�

= − + −

− +

22 4 2 3

0 1 1 0 1

2 2

1 0 1

4 2 4

2 4  (21)

где M
0
 — масса тележки; I

0
 — момент инерции тележ-

ки; I
1
 — момент инерции кузова.

Отсюда, подставляя найденные частотные матри-

цы Q
zW

1
 и W 0 в (12) и пользуясь (13), находим матрицу 

взаимных спектральных плотностей динамических 

вертикальных сил QS .

На рис. 2, 3 и 4 представлены амплитудно-частотные 

характеристики диагонального элемента ( )QS �
11

 матри-

цы взаимных спектральных плотностей вертикальных 

динамических сил, ( ) , ( )Q pW W� �
11 11

 для вагона, дви-

ω, с-1

SQ11 (ω),

Рис. 2. Амплитудно-частотная характеристика ( )QS �
11

 

при �≤ ≤10 16

Fig. 2. Amplitude-frequency characteristic ( )QS �
11  

при �≤ ≤10 16

/м

ω, с-1

|WQ11(ω)|,

Рис. 3. Амплитудно-частотная характеристика ( )QW �
11

 

при �≤ ≤0 100

Fig. 3. Amplitude-frequency characteristic ( )QW �
11

 

при �≤ ≤0 100

ω, с-1

|W (ω)|,p11

Рис. 4. Амплитудно-частотная характеристика ( )pW �
11

 

при �≤ ≤0 100

Fig. 4. Amplitude-frequency characteristic ( )pW �
11

 

при �≤ ≤0 100
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жущегося со скоростью 80 км/ч при параметрах пути, 

приведенных в [6, табл. 1].

Параметры вагона, а также спектральные плотно-

сти неровностей пути, использованные для расчета, 

приводятся в [18].

Выводы. 1. Представленные в статье результаты мо-

гут быть использованы для нахождения средних зна-

чений и среднеквадратических отклонений процес-

сов, определяющих напряженно-деформированное 

состояние всех слоев конструкции пути.

2. Полученные средние значения и среднеква-

дратические отклонения позволяют уточнить расчет 

срока службы безбалластных конструкций пути и, со-

ответственно, провести уточненную оценку экономи-

ческой эффективности для их использования на сети 

железных дорог России.

Работа выполнена при частичной поддержке гран-
тов Российского научного фонда № 17-20-02119 «Раз-
работка технологии сейсмического мониторинга и 
экспресс-оценка состояния земляного полотна железно-
дорожных путей в условиях Крайнего Севера и Сибири».
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A probabilistic estimate of the vertical dynamic forces acting on the track, in the model of 
a three-layer beam under the influence of a four-axle freight car

S. V. MIKHAYLOV, M. M. GONIK

Joint Stock Company “Railway Research Institute” (JSC “VNIIZhT”), Moscow, 129626, Russia

Abstract. The article contains a method for determining the ma-
trix of mutual spectral densities of vertical dynamic forces acting on a 
railway track, depending on its spectrum of irregularities. It will allow to 
make a more accurate calculation of the mean values and mean-square 
deviations of vertical dynamic forces, as well as such characteristics of 

the permanent way as deflections, angles of section rotation, bending 
moments, transverse forces, stresses of its three-layer structures.

Mathematical model of track oscillations is used for calculations 
as a construction containing three infinitely long beams, the lower 
of which lies on the modified Winkler base.
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Authors present formulas for finding amplitude-frequency 
characteristics connecting vertical deflections of structural layers 
and vertical dynamic load acting on a track.

A method is described for finding a matrix of mutual spectral 
densities of vertical dynamic forces acting on a track having real de-
viations from its position in the profile, with the passage through it 
of a four-axle freight car.

Considered example finds the amplitude-frequency characte-
ristic that connects the vector of dynamic forces in the contacts of 
wheels and rails with the vector of vertical displacements of wheel 
centers for the model of a four-axle car. Concluding authors give 
the results of calculations of the amplitude-frequency characteristic 
of the elements of the matrix of mutual spectral densities of vertical 
dynamic forces acting on the track.

The received statistical estimations can be used at calculations 
of service life of ballastless track constructions and loading on 
roadbed.
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toring technology and rapid assessment of the condition of the 
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tions; modeling; three-layer beam model; irregularities in the track
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