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Аннотация. Разработан новый метод исследования особен
ностей структуры конструкционно-теплоизоляционных ма-
териалов для наружных ограждающих конструкций зданий и 
сооружений железнодорожного транспорта. 

Выполнен численный эксперимент, в котором идеальная 
структура ячеистого бетона моделировалась с учетом условий, 
близких к реальным образцам. Полученные данные были про-
анализированы на основе построенных гистограмм для задан-
ного процента пор во всем рассматриваемом диапазоне (от 10 
до 90 %). Результаты модельных расчетов аппроксимированы 
кривыми Гаусса (нормальный закон распределения вероятно-
стей) и Коши — Лоренца. 

Таким образом, новый методологический подход к оцен-
ке структуры ячеистого бетона, основанный на использовании 
современных информационных технологий, достаточно точен 
в определении и по своей практической реализации гораздо 
проще классических методов исследований.
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Введение. Повышение энергоэффективности и 
энергосбережения зданий и сооружений — при-

оритетное направление энергетической политики 
Узбекистана. В связи с этим изготовление в про-
мышленном масштабе недорогих энергоэффек-
тивных и экологически чистых конструкционно-
теплоизоляционных строительных материалов 
является одной из актуальных проблем  строительной 
науки [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8]. 

Успешная реализация таких задач в области граж-
данского строительства настоятельно требует разра-
ботки нового методологического подхода к созданию 
строительных материалов для наружных ограждающих 
конструкций зданий и сооружений железнодорожно-
го транспорта с заданными комплексами свойств. Для 
разработки методики моделирования был выбран мате-
риал, имеющий развитую пористую структуру — ячеи-
стый бетон, представленный различными видами пор:  
капиллярными, крупными, условно-замкнутыми, ге-

левыми. При реализации данной задачи введено пред-
положение, что ячеистый бетон представляется как 
квазиоднородная среда с совокупностью множества 
упакованных частиц и целостными физическими ха-
рактеристиками [9, 10, 11, 12, 13, 14, 15]. Определяю-
щими элементами такой матрицы являются параметры 
макроструктуры ячеистых бетонов, характеризующие 
связь макроструктуры с их прочностными и теплотех-
ническими свойствами [16, 17, 18, 19]. 

Впервые теоретическое обоснование связи между 
макроструктурой ячеистых бетонов и их прочностью 
было предложено Г. И. Логиновым и А. П. Филиным 
[20, 21] . Исследователи на основании математических 
моделей, характеризующих наполняемость единицы 
объема шарообразными телами, вывели достаточно 
строгие закономерности, описывающие идеальную 
структуру ячеистого бетона.

Из вышесказанного следует, что решение задачи 
оптимизации макроструктуры ячеистых бетонов с це-
лью повышения их технических и эксплуатационных 
свойств теоретическим путем, с одной стороны, пред-
ставляет чрезвычайно сложную задачу из-за ее много-
функциональности, с другой стороны, решение зада-
чи такого плана экспериментальным методом весьма 
длительно и трудоемко. Более того, эксперимент, 
основанный на каком-то технологическом приеме, не 
гарантирует позитивного результата  при переработке 
даже большого объема конкретного материала, взято-
го в достаточно широком диапазоне. Поэтому для ре-
шения поставленной задачи наиболее целесообразно 
использовать подход, основанный на математическом 
моделировании, которое позволяет на базе разрабо-
танной физико-математической модели, подвергнутой 
алгоритмизации и реализованной в виде программного 
продукта, путем численных расчетов получить искомые 
оптимальные параметры материала.

Алгоритм построения изображения ячеистого бето-
на заданной структуры и ее фрактальной размерности. 
Пусть m × n — заданная матрица (основание) образца 
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ячеистого бетона, где m — ширина, n — высота ма­
трицы соответственно. Упакуем эту площадь порами 
сферической формы (окружность на плоскости), ис­
пользуя два типа упаковки — гексагональную и куби­
ческую. Эти два типа упаковки выбраны, вообще го­
воря, из очевидных предпосылок, так как наибольшее 
значение пористости при сферической форме пор 
достигается в условиях геометрически правильной их 
укладки (упаковки), к которой относится кубическая 
и гексагональная. 

Далее обозначим матрицу и составляющие бето­
на черным цветом, а поры — белым. Тогда описание 
структуры ячеистого бетона в терминах формирова­
ния его изображения выразится в виде пикселей (ми­
нимальный элемент растрового изображения) чер­
ного и белого цвета — бинарное изображение. Таким 
образом, минимальной единицей радиуса пор являет­
ся пиксель, однозначно определенный метрической 
системой единиц в долях сантиметра. В результате, 
задав тип укладки путем построения системы много­
угольников заданного типа, разместим поры (пиксели 
белого цвета) в вершинах этого многоугольника. Тог­
да алгоритм распознавания на изображении грани­
цы «материал — поры» сводится к простой процедуре 
определения уровня яркости: черный (000) — мате­
риал, белый (255) — поры. В этом и состоит главная 
цель примененного в работе метода квантования изо­
бражения на i-е количество уровней, из которых по­
следний, бинарный уровень, по сути, автоматически 
определяет границу пористости в образце. Теперь 
остается только подсчитать процент, занимаемый бе­
лыми пикселями от общей площади изображения, и 
мы получаем степень пористости образца. На осно­
вании разработанного метода возможна и обратная 
постановка задачи: задавая процент пористости ма­
териала получить наиболее оптимальное расположе­
ние пор (тип упаковки), отвечающее требуемым па­
раметрам прочности и теплопроводности ячеистого 
бетона. Имея конкретный вид изображения ячеисто­
го бетона, полученного в результате моделирования, 
иначе — конкретный вид упаковки пор определен­
ных размеров, отвечающей требуемым (заданным) 
параметрам, далее можно ставить технологическую 
задачу его получения. Здесь необходимо заметить сле­
дующее: описанный метод в данной статье ориенти­
рован на плоское изображение, т. е. рассматривается 
объемная проекция образца на плоскость. Поскольку 
мы при построении оптической модели изображе­
ния ячеистого бетона оперируем с отображенными 
на плоскости окружностями с заданными радиусами, 
то искажения относительно его объемного изображе­
ния при подсчете пористости модельного «плоского» 
изображения по очевидным причинам имеют место. 
Однако применение метода к реальным образцам по­
казали, что величина погрешностей не превышает 3 %. 

Более того, на наш взгляд, нет принципиальных труд­
ностей в применении предлагаемого метода к объем­
ной реализации, например рассмотрению стереогра­
фических или голографических изображений. 

Далее по формуле (1) подсчитываем D — параметр 
фрактальной размерности структуры ячеистого бето­
на при помощи модифицированного алгоритма Пеа­
но методом Box Counting [22]. Согласно этому методу 
вычисления фрактальной размерности D определяет­
ся выражением

ln
,

ln

N
D

δ

=
    
1 	 (1)

где δ — квадратная ячейка сетки размером δ δ× , по­
крывающей бинарное изображение; N — число ква­
дратных ячеек, в которые попали точки (с координата­
ми xi, yj, i = 1, m, j = 1) изображения, располагающиеся 
на границе «материал – поры».

Далее строится в двойной логарифмической шкале 
зависимость D от количества квадратов, покрываю­
щих фрактал. Как будет показано ниже, эта зависи­
мость хорошо аппроксимируется прямой (линейная 
регрессия)

.Y kx b= + 	 (2)

По наклону k линии определяется фрактальная 
размерность

.D k=− 	 (3)

Точность данного метода тестировалась по кривой 
Коха [23], теоретическая фрактальная размерность 
которой D = 1,262. Для этой кривой в нашем тестовом 
варианте на основании описанного выше метода раз­
мерность составила D = 1,250. Таким образом, ошиб­
ка используемого алгоритма Box Counting не превы­
шает 1 %.

Численные модельные экспериментальные иссле-
дования макроструктуры ячеистого бетона. Были вы­
полнены численные эксперименты, направленные на 
выявление особенностей связи фрактальной структу­
ры как функции от типа укладки ячеистого бетона с 
его пористостью, а следовательно, с прочностными 
и теплотехническими свойствами. Размеры пор при 
моделировании структуры ячеистого бетона в соот­
ветствии с [24] задавались в диапазоне радиусов пор 
от 0,2 до 2 мм с шагом 0,2 мм. Таким образом, рас­
сматривался диапазон пористости в пределах от 10 до 
90 %. Варьирование величины процента пористости 
осуществлялось путем изменения расстояния между 
порами фиксированного радиуса, представляющими 
узлы гексагональной и кубической решеток.
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На рис. 1 приведено смоделированное (в рамках 
разработанного программного комплекса) изображе-
ние ячеистого бетона с идеальной гексагональной и 
кубической упаковками с наложенной на него сеткой 
с квадратами, по которым в соответствии с алгорит-
мом определялась фрактальная размерность модель-
ных образцов. Результаты расчетов представлены в 
табл. 1.

Связь пористости ячеистого бетона с различными 
типами укладки (упаковки) с его фрактальной раз-
мерностью представлена в табл. 2.

На рис. 2, где приведена зависимость фрактальной 
размерности поровой структуры ячеистого бетона от 
величины пористости для гексагональной и кубиче-
ской укладки (упаковки), видно наличие трех участков: 
с увеличением пористости в интервале ≈10 – 30 % фрак-
тальная размерность линейно возрастает; в интервале  
≈30 – 70 % линейный рост фрактальной размерности 
незначителен; в интервале ≈70 – 90 % фрактальная раз-
мерность линейно уменьшается. При этом темпы роста 
и уменьшения фрактальной размерности структуры 
ячеистого бетона для рассматриваемых типов укладки 
различны. Так, для гексагонального типа укладки:

•	на интервале 10 – 30 % заметный рост аппрокси-
мируется прямой 

D = 0,02498 P + 1,0156;

•	на интервале 30 – 70 % незначительный рост ап-
проксимируется прямой 

D = 0,00114 P + 1,777;

•	на интервале 70 – 90 % линейное уменьшение ап-
проксимируется прямой 

D = – 0,02236 P + 3,444.

Для кубического типа укладки имеем: 
•	на интервале 10 – 30 % заметный рост аппрокси-

мируется прямой 

D = 0,0893 P + 1,2277;

•	на интервале 30 – 70 % незначительный рост ап-
проксимируется прямой 

D = 0,00195 P + 1,454;

•	на интервале 70 – 90 % линейное уменьшение ап-
проксимируется прямой 

D = – 0,00786 P + 2,128.

Как видно из представленных результатов, измене-
ния фрактальной размерности, описываемые прямы-
ми линиями на соответствующих интервалах, для гек-
сагональной и кубической упаковок неравнозначны: 
коэффициент наклона прямой k, характеризующий 
скорость возрастания (убывания) функции, для гек-

Пористость 
P, %

Фрактальная размерность D  
при различных типах укладки 

Гексагональная Кубическая Случайная

10
20
30
40
50
60
70
80
85
90

1,283
1,525
1,775
1,817
1,833
1,847
1,852
1,638
1,541
1,431

1,321
1,407
1,497
1,511
1,523
1,541
1,582
1,525
1,461
1,432

1,546
1,587
1,632
1,659
1,671
1,682
1,694
1,546
1,482
1,383

Примечание: Rп — радиус пор; S (Rп) — площадь, занятая порами 

Т а б л и ц а  1

Результаты расчета фрактальной размерности ячеистого бетона 
с различными радиусами пор с гексагональной упаковкой

T a b l e  1

Calculation results of the fractal dimension of cellular concrete 
with different pore radii with hexagonal packaging

а) б)

Рис. 1. Модельное представление ячеистого бетона 
с идеальной максимально плотной упаковкой гексагонального (а) 

и кубического (б) типов с квадратной сеткой для реализации 
алгоритма — подсчета фрактальной размерности

Fig. 1. Model representation of cellular concrete 
with an ideal maximum dense packing of hexagonal (а) and cubic (б) 

types with a square grid for the implementation of the algorithm 
for calculating the fractal dimension

S(Rп), % Rп, мм
пlog ( )S R D

10
20
30
40
50
60
70
80
85
90

0,2
0,4
0,6
0,8
1,0
1,2
1,4
1,6
1,8
2,0

0,998
0,698
0,521
0,396
0,299
0,219
0,153
0,094
0,044
0,0060

1,000
1,301
1,477
1,602
1,699
1,778
1,845
1,903
1,929
1,954

1,874
1,540
1,355
1,235
1,150
1,105
1,065
1,020
0,995
0,965

п

log
R
1

2

Т а б л и ц а  2

Связь пористости ячеистого бетона 
с различными типами укладки с его фрактальной размерностью

T a b l e  2

Connection of porosity of cellular concrete 
with various types of laying with its fractal dimension
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На рис. 3 приведена гистограмма модельного расчета 
структуры ячеистого бетона с использованием генера-
тора случайных чисел для порового пространства 50 % 

Рис. 2. Зависимость между фрактальной размерностью D и 
пористостью P (%) в ячеистом бетоне с гексагональной (1), куби-

ческой (2) и «случайной» (с помощью генератора случайных чисел) 
укладками (3) с заданным процентом пористости

Fig. 2. Relationship between the fractal dimension D and 
the porosity P (%) in cellular concrete with hexagonal (1), cubic (2) and 

“random” (using a random number generator) types of laying (3) 
with a given percentage of porosity

Рис. 3. Гистограмма распределения плотности пор 
по размерам, нормированным на величину стандартного 

отклонения, и ее аппроксимация функциями Коши — Лоренца (1) 
и Гаусса (2). Примечание: N — процентное количество пор данно-
го радиуса из заданного диапазона; σ  — стандартное отклонение

Fig. 3. Histogram of the density distribution of pores in size, 
normalized to the standard deviation, and its approximation by the 

Cauchy — Lorentz functions (1) and Gauss (2).
Note: N — percentage number of pores of a given radius from the 

specified range; σ  — standard deviation

расчетные значения;               

%
%

  линейная аппроксимация

calculated values; 

%
%

 linear approximation

сагональной упаковки имеет по модулю большие зна-
чения, чем при кубической. Эти два вида идеальной 
структуры ячеистого бетона можно рассматривать как 
предельные виды упаковок с точки зрения верхнего и 
нижнего пределов скорости изменения фрактальной 
размерности структуры пористого материала.

Достаточно нетривиальное изменение фракталь-
ной размерности структуры ячеистого бетона, свя-
занное с характером изменения поровой структуры, 
прямо указывает на особенности организации самой 
структуры ячеистого бетона, а именно:

•	 в первом интервале (≈10 – 30 %) происходит 
слияние изолированных сферических пор и образова-
ние поровых кластеров с разветвленными границами, 
что вызывает рост фрактальной размерности;

•	 во втором интервале (≈30 – 70 %) при увели-
чении порового пространства, где фрактальная раз-
мерность изменяется (увеличивается) незначительно  
(k ≈ 10–4), геометрическая конфигурация границ пор 
не изменяется, а меняется только их протяженность;

•	 в третьем интервале (≈70 – 90 %), в котором 
фрактальная размерность убывает, сформировались 
очень крупные поры с геометрически гладкими гра-
ницами, что и определяет уменьшение фрактальной 
размерности.

Нам представляется, что такое поведение фрак-
тальной размерности связано с известными в пори-
стых материалах порогами перколяции [25, 26]. 

Таким образом, на основании разработанного 
метода анализа поверхности пористой структуры 
ячеистого бетона оказалось возможным, помимо 
выявленной собственно ее фрактальной природы, 
получить корреляцию с известными особенностями 
в поведении пористых материалов. Однако это воз-
можно только на смоделированных образцах с иде-
альной структурой, которая в практической произ-
водственной работе технологически получена быть 
не может. Поэтому следует ожидать, что реальные 
образцы при применении соответствующих техно-
логий лишь в той или иной степени могут прибли-
жаться к смоделированным и по своим фрактальным 
характеристикам занимать промежуточное положе-
ние. В связи с этим был выполнен численный экс-
перимент, в котором структура ячеистого бетона мо-
делировалась с учетом условий, близких к реальным 
образцам. Для этого с помощью генератора случай-
ных чисел для заданных диапазонов размеров сфери-
ческих пор и процента пористости моделировалась 
структура ячеистого бетона. Полученные данные 
анализировались на основе построенных гистограмм 
для содержания пор во всем рассматриваемом диапа-
зоне (от 10 до 90 %). Результаты модельных расчетов 
аппроксимировались кривыми Гаусса (нормальный 
закон распределения вероятностей) и Коши — Ло-
ренца [27].  
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в диапазоне размеров пор с радиусом от 0,2 до 2 мм, 
аппроксимированная функцией Гаусса

( ) [ ]( )п п, exp / ,G R R∆ σ ∆ σ≅ 2 2 	 (4)

где σ  — стандартное отклонение, и функцией 
Коши — Лоренца

( )
( )

п п

п п

,, ,
b

P R R b
R R b

∆
π

=
− +

2 2

1
	 (5)

где пR  — радиус пор; пR  — среднее значение из за-
данного диапазона; b — масштабный параметр полу-
ширины на полувысоте. Следует отметить, что функ-
ция Коши —  Лоренца, в отличие от функции Гаусса, 
описывает функцию распределения с большей точно-
стью (рис. 3) [28]. 

Результаты расчетов фрактальной размерности для 
смоделированной «случайным» образом структуры 
ячеистого бетона приведены на рис. 2 (кривая 3). Как 
и следовало ожидать, положение этой фрактальной 
кривой, или прямых на трех участках, занимает не-
которое промежуточное положение между фрак-
тальными кривыми с идеальной гексагональной и 
кубической укладками. Важно, что диапазоны из-
менчивости практически совпадают с рассчитанны-
ми по модели с идеальной укладкой. Поэтому по-
лученные выводы на основе анализа фрактальной 
структуры ячеистого бетона с теоретически идеаль-
ной упаковкой в полной мере можно отнести и к 
образцу, приближающемуся по своей структурной 
организации к реальному, т. е. технологически обе-
спеченному.

Заключение. В результате проведенных исследова-
ний целесообразно отметить следующее:

1.	Получена зависимость фрактальной размерно-
сти поровой структуры ячеистого бетона от величины  
пористости для гексагональной и кубической укладок 
частиц бетонов.

2.	Обоснована возможность применения нового ме-
тодологического подхода к оценке структуры ячеистого 
бетона, основанного на использовании современных 
информационных технологий. 

3.	Предлагаемый методологический подход воз-
можно использовать при создании теплоизоляцион
но-конструкционного строительного материала для 
наружных ограждающих конструкций зданий и соо-
ружений железнодорожного транспорта.
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Methodological approach to estimation of the structure of load bearing insulation 
materials of buildings and constructions of railway transport
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1 Tashkent Institute of Railway Engineers (TashIIT), Tashkent, 100067, Uzbekistan
2 Joint Stock Company “Railway Research Institute” (JSC “VNIIZhT”), Moscow, 129626, Russia

Abstract. The article considers the question of the develop-
ment of a new methodological approach to the creation of a 
heat-insulating constructional building material for external en-
closing structures of buildings and constructions of railway trans-
port. As the strength of cellular concrete is directly proportional 
to the average density, and the thermal properties are inversely 
proportional, solution to the problem of optimizing macrostruc-
ture of material in order to simultaneously improve its strength and 
thermal properties is much more complicated. In addition, when 
optimizing the properties of cellular concrete, it is necessary to 
vary the components that form it. Thus, optimization, ultimately, 
is reduced to solving a multifunctional problem with variable mul-
ticomponent parameters. Solving the problem of optimizing mac-
rostructure of cellular concrete on the basis of an experiment using 
the “trial and error” method is very expensive. Moreover, even 
an experiment based on some technological approach does not 
guarantee a positive result for the values of average density taken 
in a reasonably wide range. Given that the thermal properties of 
cellular concrete are closely related not only to its average density 
and, consequently, to average porosity, but also to the pore size 
distribution and structure features in general, the method of esti-
mating pore structure of the material in a simple and accessible way 
is of particular interest. A numerical experiment was performed in 
which the structure of cellular concrete was modeled to conditions 
close to real samples. To do this, using a random number genera-
tor for a given range of sizes of spherical pores and a given per
centage of porosity, the structure of cellular concrete was modeled. 
The modeling results were analyzed on the basis of the constructed 
histograms for a given percentage of pores in the entire conside
red range (from 10 to 90 %). Results of model calculations were 
approximated by Gauss curves (normal law of probability distribu-
tion) and Cauchy – Lorentz curves. Thus, the new methodological 

approach to estimating structure of cellular concrete, based on the 
use of the modern approach from the standpoint of information 
technology, is quite accurate in defining and in its practical imple-
mentation much simpler than classical research methods.

Keywords: railway buildings and structures; load bearing in-
sulation material; cellular concrete; macrostructure; modeling; op-
timization; fractal dimension
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