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Аннотация. Описаны особенности эксплуатации и мони-
торинга низководных мостов, которые встречаются на автомо-
бильных дорогах регионального, межмуниципального и мест-
ного значения. Детально рассмотрены колебания пролетного 
строения моста с учетом его взаимодействия с другими элемен-
тами конструкции и окружающей среды. В качестве характе-
ристики, изменение которой учитывает изменение состояния 
мостового сооружения, предлагается использовать частоту соб-
ственных колебаний. Для моделирования динамических воз-
действий со стороны транспорта и динамического поведения от-
дельных элементов и всего сооружения в целом предполагается 
использовать вязкоупругие элементы типа Кельвина—Фойгта. 
При решении задачи реализован подход, позволяющий учесть 
анизотропные свойства пролетного строения, связанные с раз-
личным армированием вдоль и поперек проезжей части моста, 
и представить расчетную схему пролета не в виде балки, опер-
той по краям с помощью шарниров или вязкоупругих демпфе-
ров, а в виде пластины, которая может иметь различные условия 
закрепления по всему контуру. Использование предлагаемой 
модели и подхода позволит получать необходимые данные о 
состоянии низководных мостов, для которых зачастую отсут-
ствует возможность визуального осмотра или инструментально-
го обследования с нижней стороны несущей части пролетного 
строения. По значениям частоты собственных колебаний можно 
оценивать уровень воды над меженью и прогнозировать павод-
ковые ситуации, во время которых проезжая часть низководно-
го моста может быть подтоплена.
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Введение. Современные транспортные коммуника-
ции невозможно представить без искусственных 

сооружений, особенности возведения и эксплуатации 
которых вносят весомый вклад на всех этапах жиз-
ненного цикла трассы. Для развития отечественных 
транспортных систем существенное значение имеют 
не только высокоскоростные магистрали и скорост-
ные дороги, но и дороги обычного типа общего поль-
зования, относящиеся по имеющейся классификации 
к автомобильным дорогам регионального, межмуни-
ципального и местного значения, которые находятся 
в собственности субъектов Российской Федерации 
или муниципальных образований и финансируются 
из соответствующих бюджетов.

Существуют особенности эксплуатации и монито-
ринга низководных мостов, которые встречаются на 

автомобильных дорогах регионального, межмуници-
пального, местного значения, а также на частных ав-
томобильных дорогах. Низководные мосты возводят-
ся для преодоления препятствия небольшой высоты 
над его поверхностью, при этом за основное положе-
ние уровня воды может приниматься меженный уро-
вень, т. е. пролетные строения таких искусственных 
сооружений могут затопляться при высоком уровне 
проходящей воды. Чаще всего такие сооружения име-
ют временную категорию, но вместе с тем есть приме-
ры очень длительной эксплуатации подобных мостов 
и их наличия на магистралях федерального уровня 
(Крымский мост, мост через Амурский залив во Вла-
дивостоке и т. д.).

В целом можно отметить, что низководные мосто-
вые переходы возводятся без учета возможности про-
пуска ледохода, высоких вод и водного транспорта. 
Чаще всего за расчетную схему принимают балочную 
разрезную систему (рис. 1, а) или ферменную с ездой 
понизу (рис. 1, б). Рассматриваемый ниже подход мо-
жет быть применен при разработке алгоритмов мо-
ниторинга, диагностики и паспортизации подобных 
мостовых переходов, что актуально из-за сложностей 
визуального осмотра конструкции моста с воды.

Методы исследования. Детально рассмотрим коле-
бания пролетного строения моста с учетом его взаи-
модействия с другими элементами конструкции и 
окружающей среды (грунт, вода). В качестве харак-
теристики, изменение которой учитывает измене-
ние состояния мостового сооружения, предлагается 
использовать частоту собственных колебаний [1–3]. 
Отдельно можно отметить отсутствие в нормативной 
литературе описания особенностей мониторинга низ-
ководных мостов, которые в этих документах практи-
чески не отличаются от обычных мостовых переходов, 
но опыт реальной эксплуатации таких искусственных 
сооружений показывает наличие множественных от-
личий [4, 5].

В качестве основной расчетной схемы моделируе-
мого мостового перехода используется схема, пред-
ставленная на рис. 2. 

Пролетное строение, образуемое из проезжей и 
несущей частей, опирается на жесткие береговые 
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опоры. Верхнее строение (проезжая часть) восприни-
мает нагрузку от проходящего автотранспорта и пере-
дает давление от нее на пролетное строение (несущую 
часть), которая затем через узлы опирания передает 
нагрузку на ригельную балку опоры, а через нее и на 
стойки-сваи и далее на грунт основания [6–8]. Для мо-
делирования динамических воздействий со стороны 
транспортных средств и динамического поведения от-
дельных элементов и всего сооружения в целом пред-
полагается использовать вязкоупругие элементы типа 
Кельвина–Фойгта, которые, как показали исследова-
ния отечественных и зарубежных ученых, наилучшим 
образом описывают изменения во времени параметров 
состояния применяемых материалов, конструктивных 
узлов и окружающей среды при действии внешней ди-
намической нагрузки [4, 5, 9].

Традиционные методы определения напряженно-
деформированного состояния элементов мостового 
перехода [8 – 11] предполагают учет в основном ста-
тической нагрузки с определением изгибающего мо-
мента M и поперечной силы Q в сечениях пролетного 
строения по известным формулам
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где fγ  — коэффициент надежности по нагрузке; 
p nc — интенсивность равномерно распределенной на-
грузки от собственного веса несущих конструкций 
пролетного строения; k p — интенсивность равно-
мерно распределенной нагрузки от собственного 
веса верхнего строения дороги (проезжей части); Mω  
и Qω  — площадь участка линии влияния изгибающе-
го момента и поперечной силы в заданном сечении, 
м2, соответственно; P n — нагрузка на колесную ось, 
определяемая типом автомобильной нагрузки, кН; 

pµ  — коэффициент влияния поперечной деформа-
ции пролетного строения; y1, y2 и y3, y4 — ординаты 
линий влияния изгибающего момента и поперечной 
силы для двухосного транспортного средства в точ-
ках приложения внешних сил, м; sη  — коэффициент, 
связанный с симметричностью приложения нагрузки 
относительно продольной оси мостового сооружения.

Для проверки условия прочности пролетного 
строения вычисляют наибольшие нормальные напря-
жения σ  (в середине пролета) и касательные напря-
жения τ  (на опоре):
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где , ,nm ν ν1 2  — коэффициенты надежности; Ry — рас-
четное сопротивление материала пролетного строения 
изгибу, МПа; Rs — расчетное сопротивление матери-
ала пролетного строения срезу, МПа; Wps nt — момент 
сопротивления поперечного сечения пролетного 
строения нетто, см3; tw — толщина стенки балки, мм; 
Jbr — момент инерции поперечного сечения пролет-
ного строения брутто, см4; Sbr — статический момент 
части поперечного сечения брутто, см3, цт,br brS F y= 0 5  
(Fbr — площадь сечения пролетного строения брут-
то, см2; yцт — ордината центра тяжести половины се-
чения пролетного строения, см).

а)

б)

Рис. 1. Низководные мостовые переходы 
с однопролетной расчетной схемой: 

а — железобетонный балочный; б — металлический ферменный
Fig. 1. Low-water bridge crossings 
with a single-span design scheme:

а — reinforced concrete beam; б — metal truss
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Если в качестве несущих конструкций пролетно-
го строения используются балочные элементы, то 
необходимо проводить расчет общей устойчивости 
балки в сжатой зоне против выпучивания в горизон-
тальной плоскости, для этого используют следующее 
выражение:

,y n
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W
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ϕ

æ ö÷ç = ÷ç ÷çè ø
= £

1
2 	 (5)

где Wp br — момент сопротивления сжатого пояса балки 
брутто, см3, /p br p pW t b= 2 6  (b p и t p — ширина и толщина 
сжатого пояса балки, мм, соответственно); prϕ  — коэф-

фициент продольного изгиба, определяемый соглас-
но рекомендациям СП 35.13330.2010 [12].

При использовании конструкции пролетного 
строения с опорными ребрами жесткости требуется 
выполнить проверку устойчивости стенки балки и 
опорных ребер по формуле

,op
y

r br pr
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R
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ϕ
= £ 	 (6)

где Rор — опорная реакция в узле опирания балоч-
ного пролетного строения ригельной балки опо-
ры, кН; Ar br — приведенная рабочая площадь ребра 
жесткости брутто, мм2, обычно определяется как 

r br w w r rA t t b δ= +30 2  (br, rδ  — ширина и толщина ребра 
жесткости, мм, соответственно, /r stb h= +30 40, где 
hst — высота стенки, мм).

Выбор в качестве одного из основных параметров  
мониторинга технического состояния мостового пе-
рехода частоты собственных колебаний пролетного 
строения объясняется тем, что данная характеристи-
ка отражена в нормативно-правовой документации по  
проектированию и эксплуатации искусственных соору-
жений [2, 3, 12]. При проектировании мостовых пере-
ходов, пролетные строения которых работают по балоч-
ной схеме, необходимо, чтобы первая форма частоты 
вертикальных колебаний удовлетворяла условиям

, min ,max ,, , ,tf f f f f£ £ £1 1 1 1 11 2 	 (7)

где f1 — первая форма частоты вертикальных колеба-
ний, Гц; f1, t — частота по первой крутильной форме; 
f1, max — верхний предел первой формы частоты соб-
ственных колебаний (связан с частотами возбуждения, 
возникающими из-за неровностей проезжей части и 
нехарактерных деформаций колесных пар транспорт-
ных средств); f1, min — нижний предел первой формы 
частоты (связан с возможным резонансом пролетного 
строения из-за перемещения колесных пар экипажей и 
существенно зависит от длины пролетного строения).

Условия (7) разработаны Международным союзом 
железных дорог и в России являются во многом ре-
комендательными. На китайских железных дорогах 
действуют альтернативные критерии ограничения 
нижнего предела частоты собственных колебаний, в 
зависимости от скорости экипажей и длины пролета 
разрезной балочной схемы такой критерий находится 
в диапазоне от 100/L до 150/L (L — длина пролета, м).

Графически описанные условия ограничения мо-
гут быть представлены в виде двух кривых, между 
которыми находится область допустимых значений 
для первой формы частоты собственных колебаний 
пролетного строения (рис. 3), кривая 1 — для f1, max, 
кривая 2 — для  f1, min.

Рис. 2. Схема однопролетного низководного моста 
с вязкоупругими элементами типа Кельвина—Фойгта, 

описывающая динамическое взаимодействие от колесной пары 
на дорожную одежду 1, динамическое поведение самого верхнего 

строения перехода 2, опирание пролета на ригель опоры 3, 
взаимодействие ригеля и воды 4, взаимодействие заглубленной 
опорной конструкции с грунтом основания 5, взаимодействие 

кузова экипажа и колесной пары 6: 
v — горизонтальная скорость движения экипажа, м/с; М1 — масса 
кузова транспортного средства, кг; m1 — масса колесной пары, кг; 
P(t) — сила взаимодействия транспортного средства и пролетного 

строения, кН
Fig. 2. Scheme of a single-span low-water bridge with viscoelastic 

elements of the Kelvin — Voigt type, describing the dynamic interaction 
from the wheelset on the pavement 1, dynamic behavior of the 

uppermost structure of the transition 2, support of the span on the girder 
of the support 3, interaction of the girder and water 4, interaction 

of the recessed support structure with the ground of the base 5, 
interaction of the carriage body and wheelset 6: 

v — horizontal speed of the carriage, m/s; М1 — mass of the vehicle 
body, kg; m1 — mass of the wheelset, kg; P(t) — force of interaction 

between the vehicle and the superstructure, kN

v
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Как показывают результаты исследований оте-
чественных и зарубежных ученых, данные графи-
ческие условия ограничения хорошо подходят для 
скоростей экипажей от 100 до 450 км/ч, при этом 
чем выше значение скорости из этого интервала, 
тем ближе к верхнему пределу располагается рас-
четная кривая для частоты собственных колебаний 
[8, 10, 13–15].

В настоящем исследовании реализуется подход, 
позволяющий учесть анизотропные свойства пролет-
ного строения, связанные с различным армированием 
вдоль и поперек проезжей части моста, и представить 
расчетную схему пролета не в виде балки, опертой 
по краям с помощью шарниров или вязкоупругих 
демпферов, а в виде пластины, которая может иметь 
различные условия закрепления по всему контуру 
[16 – 18].

Расчетная схема пролетного строения. Рассмотрим 
трансверсально-изотропную пластину постоянной 
толщины, которая в недеформированном виде зани-
мает область { }; ;x l y l h z h£ £ £ £ - £ £1 20 0 , где l1, 
l2 — длина и ширина плоского элемента в плане, мм, 
соответственно. Приближенное уравнение попереч-
ных колебаний такого плоского элемента в частных 
производных четвертого порядка имеет гиперболиче-
ский вид [9]:

( ) ,
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t t t
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где A1–A4 — функциональные коэффициенты; t — вре-
мя, с; W — вертикальное перемещение точек средин-
ной плоскости пластины, мм; ∆  — оператор Лапласа; 
P (W) — реакция опоры упругого основания.
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где ρ  — плотность материала пролетного строения, 
кг/м3; b — скорость поперечной (сдвиговой) волны, м/с; 

... nmA A A= = =11 13  — коэффициенты анизотропии.
Пластина, моделирующая пролетное строение мо-

стового перехода с двух противоположных сторон, 
имеет не нагруженный край, а с двух сторон упруго 
оперта на ригельные балки опор, соответственно гра-
ничные условия могут быть представлены в виде сле-
дующих соотношений [8 – 10, 19]:
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где D, M — приведенная цилиндрическая жесткость 
пластины и изгибающий момент на ее кромке соот-
ветственно; индекс «op», стоящий в нижнем регистре 
величины, обозначает, что эта величина относится к 
упругому демпферу, на который опирается плоское 
пролетное строение, а физический смысл при этом не 
меняется [18, 20].

Решение уравнения (8) предлагается искать в сле-
дующем виде:

Рис. 3. Ограничения частоты собственных колебаний 
по первой форме f1 для пролетных строений с разрезной

балочной расчетной схемой: 
1 — верхний предел; 2 — нижний предел

Fig. 3. Limitations of the frequency of natural vibrations according 
to the first form f1 for spans with a split beam design scheme:

1 — upper limit; 2 — lower limit
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где ξ  — частота собственных колебаний пластины, Гц.
Если подставить (11) в (8) и использовать новые 

обозначения для функциональных коэффициентов, 
то получим определяющее уравнение в следующем 
виде:
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Для удобства математических преобразований вве-
дем безразмерные координаты и функции прогиба:
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Вводя новое обозначение /l lη= 1 2 , определяющее 
соотношение сторон пролетного строения в плане, 
уравнение (12) с учетом соотношений (14) можно за-
писать как

( ), .

l
B

l
B V

η η
α α β β π

η α β
α β π

é ¶ ¶ ¶ê + + + ´ê¶ ¶ ¶ ¶ë
ùæ ö¶ ¶ ÷ç ú÷´ + + =ç ÷ úç ÷ç¶ ¶è ø û

24 4 2
2 4 1

14 2 2 2 2

42 2
2 1

22 2 4

2

0 	 (15)

Для решения данного уравнения предлагается 
подход (метод декомпозиций), заключающийся в раз-
делении сложной задачи на три более простые вспо-
могательные задачи:
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При формулировке вспомогательных задач счита-
ется, что в заданных точках плитного элемента [21–23] 
выполняются следующие соотношения:
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2

	 (19)

В выражениях (16) – (18) ( ),if α β  — произволь-
ные функции, которые в общем случае представим 
в виде
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где ( )
,
i
n ma  — произвольные постоянные, а индекс i при-

нимает значения 1 или 2.
Общее решение для всех трех вспомогательных за-

дач предлагается искать в виде
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где ( ) ( ),i iψ β ϕ α  — произвольные функции, завися-
щие от безразмерных координат.

Произвольные функции iψ  в выражении (21) 
для ( ),V α β1  можно определить, используя соотно-
шения (16):
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где , opµ µ  — коэффициенты Пуассона для материала 
пролетного строения и опорного узла соответственно.

Полагая ,n m=1, получим

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ), sin sin sin .
A

V a a
A

α
α β α β β= +

-

3
1 12

1 11 11
16 1

	 (23)

Произвольные функции iϕ  из выражения для 
( ),V α β2  в системе (21) можно определить, используя 

соотношения (24):
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Подставляя выражения (23) и (24) в соотношения 
метода декомпозиций (18) и (19), получим определя-
ющую систему уравнений

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

( )

( ) ( )

sin sin sin

sin sin sin sin

sin sin ;

sin sin sin

l
B

l A
B a a

A

a
a

a

A
a a

A

a

η η
α β π α β

α
α β β

π

α β α β
η

α β

α
α β β

é æ ö¶ ¶ ¶ ÷çê ÷+ + +ç ÷ê ç ÷ç¶ ¶ ¶ ¶è øë
æùçú+ + +ççúç -èû

ö÷÷+ + +÷÷ø

+ =

+ -
-

-

24 2 2
2 21

12 2 2 2 2

4 3
1 11 2

2 11 114
1

2
111

114
1

2
11

3
1 12

11 11
1

1

1 2
2

6 1

0

6 1

( ) ( )
( )

sin sin .α β
η

üïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïýïïïïïïïïïïïïïïïï= ïïïïþ

2
1
4
1

0

	 (25)

Систему (25) можно переписать в более компакт-
ном виде
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используя следующие обозначения:
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Уравнения системы (26) имеют нулевую правую 
часть, а значит, нетривиальное решение данных соот-
ношений возможно только при условии разрешения 
характеристического уравнения относительно частот 
собственных колебаний [24–26], которое представ-
ляет собой равенство нулю главного определителя си-
стемы (26). При решении характеристического урав-
нения определяются частоты собственных колебаний 
плитной конструкции, которые могут быть показаны 
в виде графических кривых для различных механиче-
ских и геометрических параметров моста. В качестве 
примера был рассмотрен железобетонный мостовой 
переход с длиной пролета 18 м, шириной пролета 
6 м и приведенной толщиной ,h= 0 6 м, параметры 
опорного узла принимались следующими: ,opµ = 0 35; 
opρ = 2500 кг/м3; M = 2 кН‧ м. На рис. 4 показана 

Рис. 4. Зависимость первых трех форм 
частоты собственных колебаний пролетного строения моста 

от жесткости узла опирания пролета на ригель опоры: 
1 — третья форма частоты собственных колебаний; 2 — вторая 

форма частоты собственных колебаний; 3 — первая форма 
частоты собственных колебаний

Fig. 4. Dependence of the first three forms 
of the frequency of natural vibrations of the bridge superstructure 

on the rigidity of the span support unit on the support girder:
1 — third form of the frequency of natural vibrations; 2 — second form 
of the frequency of natural vibrations; 3 — first form of the frequency 

of natural vibrations
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зависимость частоты собственных колебаний плит-
ного пролетного строения от приведенной жестко-
сти узла опирания пролета на ригельную балку опо-
ры. Кривая 1 на рисунке соответствует третьей форме 
частоты собственных колебаний, кривая 2 — второй 
форме, кривая 3 — первой форме.

Полученные графические зависимости имеют 
ярко выраженный нелинейный характер с жесткой 
характеристикой нелинейности, т. е. выпуклость кри-
вых направлена вниз. Формат получаемых результа-
тов соответствует формату, необходимому для про-
верки условий нормативных документов о попадании 
первой формы частоты собственных колебаний мо-
стовых пролетов в интервал между верхним и нижним 
значениями соответствующего предела; это позволит 
при строительстве, реконструкции или капитальных 
ремонтах искусственных сооружений правильно по-
добрать длину пролетных строений и скоростной ре-
жим движения транспортных средств.

Выводы. Периодический мониторинг одних и 
тех же мостовых переходов с использованием рас-
смотренного подхода позволит выявить наличие де-
фектов в самом пролетном строении, связанных с 
образованием трещин, сколов, уменьшением рабочих 
площадей значимых элементов и т. д., поскольку при 
таких дефектах меняются оцениваемые частоты, и это 
может являться сигналом к проведению необходимых 
ремонтных работ или введению ограничений на на-
грузку, передаваемую на ось транспортного средства, 
общий вес экипажа, на расстояние между экипажами 
и скорости при их движении по мосту.

Использование предлагаемой модели и подхода 
позволит получать необходимые данные о состоя-
нии низководных мостов, для которых зачастую от-
сутствует возможность визуального осмотра или ин-
струментального обследования с нижней стороны 
несущей части пролетного строения. По значениям 
частоты собственных колебаний можно оценивать 
уровень воды над меженью и прогнозировать павод-
ковые ситуации, во время которых проезжая часть 
низководного моста может быть подтоплена.
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Features of assessing the condition and behavior of low-water bridges
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Abstract. The article describes features of operation and 
monitoring of low-water bridges, which are found on highways 
of regional, intermunicipal and local importance. Vibrations of the 
bridge span are considered in detail, taking into account its interaction 
with other structural elements and the environment. As a charac-
teristic, the change of which takes into account the change in the 
state of the bridge structure, it is proposed to use the frequency 
of natural vibrations. To simulate the dynamic effects of transport 
and the dynamic behavior of individual elements and the entire 
structure as a whole, it is proposed to use viscoelastic elements of 
the Kelvin–Voigt type. When solving the problem, an approach 
has been implemented that makes it possible to take into account 
the anisotropic properties of the superstructure associated with 
various reinforcement along and across the roadway of the bridge, 
and to present the design scheme of the span not in the form of a 
beam supported at the edges with the help of hinges or viscoelastic 
dampers, but in the form of a plate, which can have different 
fixing conditions along the entire contour. The use of the proposed 
model and approach will make it possible to obtain the necessary 
data on the state of low-water bridges, for which there is often no 
possibility of visual inspection or instrumental inspection from the 
lower side of the bearing part of the superstructure. By the values 
of the frequency of natural vibrations, it is possible to estimate the 
water level above the low-water period and predict flood situations, 
during which the roadway of the low-water bridge may be flooded.

Keywords: automobile roads; low-water bridge; span; vibra-
tion frequency; viscoelastic elements; monitoring; defects
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