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АННОТАЦИЯ

Введение. Для решения задач динамики рельсовых экипажей необходимо задать кинематическое возмущение 
их колебаний, в качестве которого используют эквивалентные вертикальные и горизонтальные геометрические 
неровности левого и правого рельсов. Для формирования такого четырехмерного возмущения выполняют 
генерацию реализаций многомерного случайного процесса, на основе авто- и взаимных корреляционных функций 
или спектральных и взаимных спектральных плотностей реальных записей неровностей рельсового пути. Работа 
посвящена уточнению вероятностных характеристик возмущений, вызывающих колебания рельсовых экипажей, и 
разработке нового, упрощенного метода их генерации.
Материалы и методы. В работе выполнены вероятностный анализ длительных (свыше 14 км) записей натурных 
неровностей рельсового пути и аппроксимация полученных вероятностных характеристик аналитическими 
выражениями, соответствующими дифференцируемым случайным процессам. Параметры этих процессов найдены 
методом наименьших квадратов. Новым способом реализована генерация случайного процесса неровностей 
для координаты пути с помощью многомерного формирующего фильтра, импульсные характеристики которого 
найдены по аналитическим выражениям авто- и взаимных корреляционных функций. 
Результаты. Были получены уточненные значения параметров вероятностных характеристик неровностей 
рельсового пути, которые могут быть использованы для задания возмущений колебаний рельсовых экипажей при 
решении задач динамики. Предложен упрощенный метод генерации неровностей для аргумента координаты пути, 
который обеспечивает высокую сходимость с данными, полученными ранее. 
Обсуждение и заключение. Полученные вероятностные характеристики могут быть использованы для генерации 
многомерного случайного процесса неровностей при исследовании колебаний различных типов рельсовых 
экипажей, возникающих при их движении с различными скоростями. Предложенный упрощенный метод 
генерации позволяет сократить время, затраченное на задание возмущений при моделировании.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: динамика рельсовых экипажей, кинематическое возмущение, геометрические неровности 
рельсов, корреляционные функции, спектральные плотности, аппроксимация вероятностных характеристик, 
генерация случайных процессов возмущения
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Generation of geometric irregularities as random disturbances causing 
rail cab oscillations
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ABsTRACT

Introduction. Solving the dynamics problems of rail cabs requires specifying the kinematic disturbance of their oscillations 
represented through equivalent vertical and horizontal geometric irregularities of the left and right rails. The formation 
of such four-dimensional disturbance involves the generation of multivariate random processes based on auto- and cross-
correlation functions or spectral and cross-spectral densities of actual recordings of rail track irregularities. The paper re-
fines the probabilistic properties of the disturbances that cause rail cab oscillations and develops a new simplified method 
for their generation.
materials and methods. The paper provides a probabilistic analysis of long-term (over 14 km) recorded natural rail track 
irregularities and an approximation of the obtained probabilistic properties with analytical expressions corresponding to 
differentiable random processes. The parameters of these processes were found by the least-square method. The new 
method generated random irregularities for the track coordinate using a multivariate shaping filter whose impulse charac-
teristics were found with analytical expressions of auto- and cross-correlation functions.  
Results. The authors refined the probabilistic values of rail track irregularities that may be used to specify disturbances of 
rail cab oscillations when solving dynamics problems and proposed a simplified irregularity generation method for the track 
coordinate argument that provides high convergence to the previously obtained data. 
Discussion and conclusion. The received probabilistic characteristics may be applied to generate a multivariate random 
irregularities when examining the oscillations of different type rail cabs occurring at different speeds movement. The pro-
posed simplified generation method reduces the time for simulating disturbances.

KeywORDs: rail cab dynamics, kinematic disturbance, geometric rail irregularities, correlation functions, spectral densi-
ties, approximation of probabilistic characteristics, generation of random disturbance processes
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Введение. Для решения задач динамики рельсовых 
экипажей возникает необходимость задания кинема-
тического возмущения колебаний в виде четырехмер-
ного случайного процесса ( ),i j x vtη =  эквивалент-
ных вертикальных и горизонтальных геометрических 
неровностей левого и правого рельсов (η — неров-
ность, x — координата пути, v — скорость движения, 
t — время). 

Первые предложения по использованию геометри-
ческой неровности рельсов в качестве возмущения, 
вызывающего колебания экипажей, были сделаны в 
1960-х гг. в ЦНИИ МПС (ВНИИЖТ) канд. техн. наук 
Н. Н. Кудрявцевым [1]. Он предложил использовать 
в качестве такого возмущения детерминированные 
усредненные геометрические неровности, обуслов-
ленные просадкой стыков: 

•	одногорбые	 неровности	 на	 длине	 рельсового	
звена звL = 25 м: 

( ) ( )
зв

cos cos ,m m

v
t x v t t
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где mη  – амплитуда неровности (принималась равной 
3÷5 мм для пути в хорошем состоянии и 8÷10 мм для 
пути в плохом состоянии);

•	двугорбые	неровности	на	длине	рельсового	зве-
на звL = 25 м:
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где mη 1 и mη 2 — амплитуды одногорбых и двугорбых 
неровностей, причем можно принять, что ,m mη η=2 10 2 .

Впоследствии использовались не только двугор-
бые, но и трехгорбые неровности.

Применение таких возмущений позволило вы-
полнять расчеты колебаний рельсовых экипажей на 
появившихся в то время аналоговых вычислительных 
машинах, а позднее и на цифровых. Однако исполь-
зование таких усредненных неровностей в качестве 
возмущений не гарантировало сходимости результа-
тов расчета и эксперимента. Например, записи коле-
баний электровоза ВЛ80 при движении со скоростью 
100 км/ч (рис. 1) наглядно показывают, что процес-
сы колебаний рельсовых экипажей при движении по 
рельсовому пути имеют явно выраженный случайный 
характер. Поэтому применение детерминированных 
усредненных геометрических неровностей в качестве 

возмущения не обеспечивает адекватность получен-
ных решений и нецелесообразно.

Новые предложения по применению в качестве 
возмущений геометрических неровностей пути для 
моделирования динамической системы «экипаж —
путь» были сделаны А. Я. Коганом на основе измере-
ний геометрии ненагруженного пути [2]. Результаты 
этих измерений обобщены в РД 32.68–96, где реко-
мендованы аналитические выражения спектральных 
плотностей геометрических неровностей для диа-
пазонов частот 0–10 и 10–100 Гц1. При этом не учи-
тывались взаимосвязи между неровностями левого и 
правого рельсов, которые определяются взаимными 
спектральными плотностями. Кроме того, примене-
ние данных рекомендаций2 требует использования 
модели «экипаж — путь», в которой путь должен быть 
представлен в виде системы с распределенными пара-
метрами: погонной массой, жесткостью и затуханием. 
Такая модель уточняет поведение исследуемой систе-
мы «экипаж — путь» в диапазоне частот свыше 30 Гц 
для пути на деревянных шпалах и свыше 100 Гц для 
пути на железобетонных шпалах. Однако диапазон 
частот колебаний рельсовых экипажей не превышает, 
как правило, 10 Гц. Поэтому в качестве возмущений 
целесообразно использовать «реальные неровности 
пути, замеренные вагоном-путеизмерителем, с учетом 
передаточных функций измерительного механизма» и 
рекомендованные в п. 3.4 РД 32.68–963. Вероятност-
ный анализ таких записей, а также способ задания 
таких возмущений для исследования колебаний рель-
совых экипажей являются предметом данной статьи. 

Для примера рассмотрим записи колебаний элек-
тровоза ВЛ80 по двум различным прямым участкам с 
нормальным и плохим состоянием пути при скорости 
движения 100 км/ч (рис. 1, а и б). В этих записях со-
держатся слагаемые с различными частотами, отсут-
ствует какая-либо периодичность и нельзя выделить 
влияние каких-либо детерминированных неровно-
стей. Кроме того, амплитуды отдельных слагаемых 
не имеют фиксированных значений. Поэтому записи 
этих колебаний можно рассматривать как случайные 
процессы.

Большое влияние на амплитуды и частоты этих ко-
лебаний оказывает состояние пути. Так, на записях, 
приведенных на рис. 1, б, выполненных при той же 
скорости движения 100 км/ч, что и на 1, а, но на пути 
с плохим состоянием, наглядно видно существенное 
увеличение уровня колебаний.

Поскольку динамические свойства реальных же-
лезнодорожных экипажей обусловлены нелинейными  

1  РД 32.68−96. Расчетные неровности железнодорожного пути для использования при исследованиях и проектировании пассажирских и 
грузовых вагонов: дата введения 1997-01-01. М.: ВНИИЖТ, 1996. 17 с.

2 Там же.
3 Там же. С. 3. 
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силовыми характеристиками элементов рессорного 
подвешивания, поперечной характеристикой рельсово-
го пути и т. п., то их случайные колебания являются не-
стационарными, и для вероятностного анализа следует 
применять алгоритм усреднения по множеству реали-
заций [3, 4]. Необходимое для такого расчета количе-
ство реализаций случайного процесса геометрических 
неровностей рельсового пути (более 4000) возможно 
получить при помощи генерации с использованием им-
пульсных характеристик формирующего фильтра ( )k t 4 

[3, 4].
В [3, 4] предложен способ генерации реализаций 

случайного процесса на основе авто- и взаимных  
корреляционных функций или спектральных и вза-
имных спектральных плотностей, предполагающий 
генерацию четырехмерного процесса ( )t x vη =  для 
каждой заданной скорости движения5. В настоящей 
работе предлагается новый, упрощенный метод гене-
рации случайных процессов, который не требует ге-
нерации новых реализаций для различных скоростей 
движения, тем самым значительно сокращая машин-
ное время, затрачиваемое на моделирование динамики 
разрабатываемых конструкций рельсовых экипажей.

Параметры аналитических выражений для веро-
ятностных характеристик возмущений, вызывающих 
колебания рельсовых экипажей, уточнены на основе 
анализа длительных (до 14 875 м) записей случайных 
про цессов эквивалентных геометрических неровно-
стей рельсового пути. Это обеспечивает получение 
более доверительных результатов вероятностного 
анализа по сравнению с ранее выполненными рабо-
тами [3, 4], где для получения параметров вероятност-
ных характеристик использовалось восьмикратное 
повторение реализаций неровностей для участков 
пути протяженностью 999 м. 

Постановка задачи. При решении задач по иссле-
дованию колебаний рельсовых экипажей в качестве 
кинематического возмущения часто используют сге-
нерированные случайные процессы эквивалентных 
геометрических неровностей пути, вероятностные 
характеристики которых аналогичны неровностям, 
полученным по записям путеизмерительных ваго-
нов. Такие неровности представляют собой четырех-
мерный случайный процесс ( )x vtη = , учитываю-
щий не только неровности правого и левого рельсов 
в плане и профиле пути, определяемые их автокорре-
ляционными функциями ( )

i xRη τ  или спектральными 
плотностями ( )

i xG fη , но и их взаимосвязи, опреде-
ляемые взаимными корреляционными функциями 

( )
i u xRη η τ  или взаимными спектральными плотностя-

ми ( )
i u xG fη η :

( )

( )
( )

( )
( )

пг

лг

пв

лв

.

x vt

x vt

x vt

x vt

x vt

η

η
η

η
η

= =

=
=

=
=

=

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

Здесь термин «эквивалентные» означает, что такие 
неровности приближенно учитывают все причины, 
вызывающие появление колебаний рельсовых экипа-
жей, в том числе процессы взаимодействия колеса и 

Рис. 1. Записи колебаний механической части электровоза ВЛ80С 
при движении со скоростью 100 км/ч по прямым на участках пути 

хорошего (а) и плохого (б) состояния: 
1 — вертикальные ускорения кузова; 2 — поперечные 

горизонтальные перемещения тележки относительно кузова; 
3 и 4 — прогибы соответственно первой и второй ступеней 

рессорного подвешивания6

Fig. 1. Recordings of oscillations of VL80S Electric Locomotive  
mechanics travelling at 100 km/h in straight lines on sections of good (a) 

and bad (б) track conditions: 
1 — vertical body acceleration; 2 — transverse horizontal displacement 

of the bogie in relation to the car body; 
3 и 4 — deflections of the primary and secondary spring suspension 

stages, respectively6

4  Акишин А. А. Горизонтальные колебания и движение в кривых моторного вагона электропоезда на четырех одноосных тележках с пнев-
моподвешиванием: дис. … канд. техн. наук: 05.22.07. М., 2015. 355 с.

5  Там же. С. 56.
6  Механическая часть тягового подвижного состава: учеб. для вузов ж.-д. транспорта / И. В. Бирюков [и др.]; под ред. И. В. Бирюкова. 

Репринтное воспроизведение издания 1992 г. М.: Альянс, 2013. 440 с.
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7 Акишин А. А. Указ. соч. С. 60. 
8 Вентцель Е. С. Теория вероятностей: учеб. для вузов. 6-е изд. стер. М.: Высш. шк., 1999. 576 c.; Вентцель Е. С., Овчаров Л. А. Приклад-

ные задачи теории вероятностей. М.: Радио и связь, 1983. 416 с.
9 Акишин А. А. Указ. соч. С. 205. 

10 Вентцель Е. С. Указ. соч. C. 434.

рельса. Такие неровности следует применять в каче-
стве возмущения при исследовании колебаний мате-
матических моделей рельсовых экипажей, движущих-
ся по абсолютно жесткому пути. В отличие от этого, 
при использовании континуальных и дискретных мо-
делей пути следует применять геометрические неров-
ности, полученные непосредственным измерением 
на ненагруженном пути [5, 6].

Для вероятностного анализа были использованы 
длительные реализации эквивалентных неровностей 
пути, записанные путеизмерительными вагонами. 
Графики реализаций горизонтальных ( ) ( )( )лг пгиx xη η  
и вертикальных ( ) ( )( )лв пвиx xη η  неровностей левого и 
правого рельсов (рис. 2) показывают, что они имеют 
вид случайных колебаний с нулевыми средними зна-
чениями и стабильными размахами. Таким образом, 
в первом приближении их можно рассматривать как 
реализации эргодических стационарных случайных 
процессов.

Обычно экспериментальные неровности, записан-
ные путеизмерительными вагонами, являются функци-
ями координаты x. Вместе с тем решение дифференци-
альных уравнений, описывающих колебания рельсовых 
экипажей, выполняют в функции времени t x v= . По-
этому для исследования случайных колебаний рель-
совых экипажей по вероятностным характеристикам 
реализаций ( )t x vη =  эти реализации  необходимо ге-
нерировать для каждой заданной скорости движения [1].

Для решения таких задач авто- и взаимные корре-
ляционные функции, а также спектральные и взаим-
ные спектральные плотности случайных процессов 

( )xη  аппроксимируют аналитическими выраже-
ниями. По полученным параметрам этих выражений 
находят импульсные характеристики формирующих 
фильтров7 [3, 4, 7, 8]. 

Аппроксимация корреляционных функций и спек-
тральных плотностей аналитическими выражениями. 
Для получения искомых параметров вероятностных 
характеристик натурных неровностей был выполнен 
вероятностный анализ их реализаций8 (рис. 2) по мето-
дам, рассмотренным в [3, 9–13]. По результатам этого 
анализа было установлено, что в качестве законов рас-
пределения мгновенных значений неровностей могут 
быть приняты законы распределения Гаусса (законы 
нормального распределения)9. Взаимные корреляци-
онные функции неровностей ( )

i u xRη η τ , представляю-
щие собой матрицу размером 4×4, определялись не-
посредственно по реализациям на основе следующей 
формулы [3]:

( ) ( )

( )
( )

( )
р

сд

сд

р

ш ш сд ,

i u x

N s

i u
i

R i x
N s x

i x i i x

η η τ ∆
∆

η ∆ η ∆
-

=

= = ´
-

é ù´ +ê úë ûå
0

1

 (1)

где x∆  — шаг пространственной дискретизации реа-
лизаций случайных процессов ( )i xη  и ( )u xη ; iш — номер 
шага, ш р, , , ...,i N= 0 1 2 ; Nр — число шагов в реализациях; 

сдx i xτ ∆=  — сдвиг по координате x между значения-
ми реализаций ( )шi i xη ∆ ; iсд — номер шага по сдвигу; 
s x∆  — максимально допустимая величина этого сдви-
га при ( ) p, ,s N= ¸0 1 0 25 .

При этом в частном случае, при ( ) ( )ш ш ,u ii x i xη ∆ η ∆=  
по формуле (1) вычисляют автокорреляционные 
функции. 

Спектральные плотности неровностей были полу-
чены путем численного выполнения преобразования 
Фурье10 от корреляционных функций [3]:  

( )( ) ( )( )cos ;
i u i ux x x x xf R f dη η η η τ π τ τ

¥

-¥

= ò 2Ô  (2)
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Ô Ô (3)
Здесь взаимная спектральная плотность ( )

i u xjfη ηÔ   
содержит следующие составляющие:

( )Re
i u xjfη ηÔ  — вещественную (синфазную);

( )Im
i u xjfη ηÔ  — мнимую (квадратурную); 

( ) ( ) ( )Re Im
i u i u i u

A
x x xf jf jfη η η η η η

é ù é ù= +ê ú ê úë û ë û
2 2

Ô Ô Ô  — ампли-
тудную;

( ) ( ) ( )arctg Im Re
i u i u i ux x xf jf jfϕ

η η η η η η
é ù= ê úë ûÔ Ô Ô  — фа зовую. 

Графики авто- и взаимных корреляционных функ-
ций, а также спектральных и взаимных спектральных 
плотностей (рис. 3 и 4, кривые 1) были построены по 
формулам (1) – (3) для реализаций случайных процессов 
возмущения, приведенных на рис. 2, б, г, е и з. На гра-
фиках имеется несколько составляющих. При этом 
на рис. 4, а и б изображены односторонние спектраль-
ные плотности ( )( ) ( )( )

i u i u
G f fη η η η= 4Ô , определенные в 

диапазоне частот f< <¥0 , а на рис. 4, в ... е — двухсто-
ронние составляющие взаимной спектральной плот-
ности, определенные в диапазоне частот f-¥< <¥. 



A. N. Savoskin, N. S. Lavlinskaya/Russian Railway Science Journal. 2024;83(1):24-39

29

Рис. 2. Реализации случайных процессов эквивалентных геометрических вертикальных и горизонтальных 
неровностей левого и правого рельсов, полученные: 

а, в, д, ж — по записям путеизмерительного вагона; б, г, е, з — по сгенерированным реализациям 
(черными линиями на рис. б, г, е, з показано изменение мгновенного среднего значения)

Fig. 2. Implementation of random equivalent geometric vertical 
and horizontal irregularities of the left and right rails obtained:  

а, в, д, ж — from the records of the track measuring car; б, г, е, з — from generated implementations 
(the black lines in fig. б, г, е, з show the instantaneous average)
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Корреляционные функции и спектральные плот-
ности, найденные по формулам (1) – (3), были ап-
проксимированы аналитическими выражениями, 
соответствующими дифференцируемым стационар-
ным, эргодическим случайным процессам:

( )( )
( )

( ) ( )( )

( )
( ) ( )( )

c

ccos ,

x x

i u i ux

x x

R S S a e να τ τ

η η η η ν
ν

ν

τ

πθ τ τ

*é ù- -ê úë û

*

= ´

é ù´ -ê úë û

å
2

2  (4)

где 
i

Sη  и 
u

Sη  — среднеквадратические отклонения слу-
чайных процессов различных неровностей; aν — доля 
дисперсии 

,i u i u
S S Sη η η=2 , приходящаяся на ν-ю со-

ставляющую; vν να α*=  и vν νθ θ*=  — коэффициент за-
тухания и частота ν-х составляющих, [с‒1 =  м‒1 ∙ м/с]; 

x vτ τ=  — сдвиг между значениями корреляционных 
функций, [м = с ∙ м/с]; с сx vτ τ=  — сдвиг максимума 
взаимной корреляционной функции относительно 
начала координат, [м = с ∙ м/с].

Корреляционная функция по данному выражению 
может быть получена и в функции координаты пути, 
если подставить значения να

*  и νθ
*  в м‒1 и τ  в м, или 

времени, если подставить соответствующие значения 
в с‒1 и с, причем при скорости v = 1 м/с значения этих 
величин совпадают.

Из этого выражения взаимных корреляционных 
функций (как частный случай при i u=  и ( )с xτ = 0)  
можно получить аналитическое выражение для авто-
корреляционных функций:

( ) ( )( ) ( )

( )
( )( ) ( )

( )( )cos ,x

i u i ux xR S a e να τ

ν νη η η η
ν

τ πθ τ
*- *= å

2

2 2  (5)

где ( )i u
Sη η

2  — дисперсия соответствующего случайного 
процесса ( )i xη  или ( )u xη .

Этим корреляционным функциям соответству-
ют спектральные ( )( )

i u xfη ηÔ  и взаимные спектральные 
плотности ( )

i u xjfη ηÔ , определяемые как преобразова-
ние Фурье (2) и (3) от соответствующих корреляцион-
ных и взаимных корреляционных функций. При этом 
аналитическое выражение спектральной плотности 
имеет вид

( )( ) ( )

( ) ( )

            

exp exp .

i u

i u x

x x

S a
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f f
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 (6)

В отличие от этого взаимная спектральная плот-
ность, определяемая формулой (3), является комплекс-
ной функцией частоты [13], и ее составляющие могут 
быть представлены следующими выражениями [14]:

Рис. 3. Автокорреляционные функции левой горизонтальной (а) 
и правой вертикальной (б) неровностей рельсового пути, а также 

их взаимная корреляционная функция (в), найденные 
для скорости 20 м/с: 

1 — построенные по формуле (1) по сгенерированным 
реализациям; 2 — построенные по аналитическим выражениям 

(4) – (5);  τ  — сдвиг

Fig. 3. Autocorrelation functions of the left horizontal (a) 
and right vertical (б) rail track irregularities, and their 

cross-correlation function (в) found for a speed of 20 m/s:  
1 — plotted by Formula (1) on the generated implementations; 

2 — plotted by analytical expressions (4) – (5); 
 τ  — shift
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Рис. 4. Спектральные плотности левой горизонтальной (а) и правой вертикальной неровностей (б), 
а также составляющие их взаимной спектральной плотности — вещественная (в), мнимая (г), 

амплитудная (д), фазовая (е): 
1 — построенные по сгенерированным реализациям; 2  — построенные по аналитическим выражениям 

(6) – (10)

Fig. 4. Spectral densities of the left horizontal (а) and right vertical (б) irregularities, 
and the components of their cross-spectral density — real (в), imaginary (г), 

amplitude (д), phase (е):  
1 — plotted on generated implementations; 2 — plotted by analytical expressions 
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где p — нечетное ( , , , ...)p =1 3 5 .
Параметры аналитических выражений (5) – (10) 

были найдены следующим образом. Дисперсии ( )i u
Sη η

2   
или среднеквадратические отклонения ( )i u

Sη η , а также 
сдвиг сxτ  определялись по графикам авто- и взаим-
ных корреляционных функций (рис. 3), в то же вре-
мя частота νθ

*  — по графикам спектральных плотно-
стей и их амплитудных составляющих (рис. 4). 

Величины aν  и να
*  определялись на основе ми-

нимизации при всех частотах , , , ...,f fi N= 0 1 2 ; сум-
мы квадратов отклонений значений нормированных 
расчетных ( ) ( )р р рf fi x i xf f S= 2ô Ô  от эксперименталь-
ных спектральных плотностей ( ) ( )э э эf fi x i xf f S= 2ô Ô  
по методу наименьших квадратов [15]:

( ) ( )р э min.
f

f f

f

N

i x i x
i

f f
=

é ù- ®ê úë ûå
2

1
ô ô  (11)

При этом нулевые приближения для aν  опреде-
лялись непосредственно по графикам спектральной 

плотности (6) и амплитудной составляющей взаим-
ной спектральной плотности (9), а для να

*  находи-
лись как половина ширины ν-го максимума ( )э fi xfô  
на уровне половины его высоты.

Экспериментально полученные спектральные и 
взаимные спектральные плотности были дополне-
ны составляющими с более высокими частотами 

м, ,xf -= ¸ 10 01 0 08 , соответствующими меньшим дли-

нам волн в м,
x

L
f

= = ¸
1 12 5 100 . Для их определения 

были выделены отдельные отрезки реализаций, где 
проявились такие частоты, и был выполнен корре-
ляционный и спектральный анализ, который учел 
присутствие таких составляющих. Отметим, что для 
обеспечения необходимого частотного диапазона 
возмущений большая часть дисперсии (не менее 80 %) 
должна приходиться на неровности с короткими дли-
нами волн (до 150 м включительно).

В результате были получены параметры десяти ана-
литических выражений вероятностных характеристик 
случайных процессов неровностей рельсового пути, 
содержащих по 11–14 слагаемых каждая, необходимые 
для генерации многомерного случайного процесса воз-
мущения рельсовых экипажей (4 авто и 6 взаимных). 
Эти составляющие соответствуют полной симметрич-
ной матрице корреляционных функций:

( )

R R R R

R R R R

R R R R

R R R R

=
i u

R

1 1 1 2 1 3 1 4

2 1 2 2 2 3 2 4

3 1 3 2 3 3 3 4

4 1 4 2 4 3 4 4

   

   

   

   

, , , ,

, , , ,

, , , ,

, , , ,

,

η η η η η η η η

η η η η η η η η
η η

η η η η η η η η

η η η η η η η η

τ  (12)

по главной диагонали которой расположены авто-
корреляционные функции, а остальные элементы 
являются взаимными корреляционными функциями, 
причем ( ) ( )

L m m L
R Rη η η ητ τ= - 11.

Для примера в табл. 1 приведены параметры анали-
тических выражений, найденные для ( )лг xR τ , ( )пв xR τ  и 

( )пвлг xR τ . Как видно из табл. 1, полученные параметры 
автокорреляционной функции левой горизонтальной 
неровности Rлг содержат 14 слагаемых, соответствую-
щих длинам волн вL ν от 12,5 до 850 м, параметры ав-
токорреляционной функции правой вертикальной 
неровности Rпв  — 12 слагаемых, соответствующих дли-
нам волн вL ν от 12,5 до 825 м, а параметры их взаимной 
корреляционной функции Rпвлг — 12 слагаемых, соот-
ветствующих длинам волн вL ν  от 12,5 до 900 м. Такой 
диапазон длин волн обеспечивает необходимый диа-
пазон частот возмущения при исследовании колеба-
ний рельсовых экипажей.

11 Вентцель Е. С. Теория вероятностей. C. 185.
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Т а б л и ц а  1
Параметры аналитических выражений автокорреляционных ( )τëã xR , ( )τïâ xR  и взаимной корреляционной ( )ïâëã τxR  функций

T a b l e  1

Parameters of analytical expressions of autocorrelation ( )τëã xR , ( )τïâ xR  and cross-correlation ( )ïâëã τxR  functions

Номер
составляющей ν 

Доля 
дисперсии aν 

Нормированный 
коэффициент затухания να

*, м–1
Нормированная 

частота νθ
*,м–1

Длина 
волны неровности вL ν, м 

лг лг смм м( , ; )xR S τ= =2 214 6 0

1 0,0066 0,000368 0,00118 850
2 0,02981 0,001306 0,00148 675
3 0,003979 0,0001546 0,00174 575
4 0,001342 0,0001702 0,0021 475
5 0,028 8,323 ∙ 10–4 0,00235 425
6 1,282 ∙ 10–5 7,8 ∙ 10–6 0,00267 375
7 7,249 ∙ 10–5 5 ∙ 10–5 0,00286 350
8 3,971 ∙ 10–5 1,006 ∙ 10–6 0,0033 300
9 0,1014 0,007 0,005 200
10 0,10966 0,002746 0,008 125
11 0,1229 0,07149 0,01 100
12 0,14264 0,003857 0,02 50
13 0,2405 0,00512 0,04 25
14 0,213 0,012 0,08 12,5

 пв пв смм м( , ; )xR S τ= =2 223 1 0

1 0,0011 0,0002099 0,0012 825
2 0,003923 0,0005352 0,0016 625
3 0,07083 0,01 0,0021 475
4 3,968 ∙ 10–5 0,0002929 0,0025 400
5 6,629 ∙ 10–5 8 ∙ 10–5 0,0031 325
6 0,0797 0,009729 0,0033 300
7 0,05195 4,772 ∙ 10–3 0,004 250
8 0,1038 0,00389 0,0067 150
9 0,10212 0,003512 0,01 100
10 0,17928 0,003931 0,02 50
11 0,2394 0,007128 0,04 25
12 0,16775 0,01548 0,08 12,5

 пвлг пв лг смм м( , ; , )xR S S τ= =218 4 12 025

1 0,06725 0,007158 0,0011 900
2 0,01529 0,003163 0,0016 625
3 0,001859 0,0007134 0,002 500
4 0,0001053 0,0001101 0,00235 425
5 0,009694 0,0009628 0,0031 325
6 0,009224 0,001948 0,004 250
7 2,221 ∙ 10–5 6,35 ∙ 10–4 0,005 200
8 0,1089 0,004281 0,0067 150
9 0,098 3,5 ∙ 10–3 0,01 100
10 0,2443 0,005249 0,02 50
11 0,27 0,0061 0,04 25
12 0,17533 0,011155 0,08 12,5
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Метод и результаты генерации случайных процес-
сов неровностей рельсов. По найденным значениям 
пара метров была выполнена генерация случайных 
процессов неровностей с использованием импульс-
ной характеристики формирующего фильтра12 [3, 4]. 
Поскольку решение дифференциальных уравне-
ний, описывающих колебания рельсовых экипажей,  
выполняется в функции времени t x v= , то при иссле-
дованиях случайных колебаний рельсовых экипа жей 
необходимо по вероятностным характеристикам реа-
лизаций ( )x vtη =  выполнять генерацию реализаций 

( )t x vη =  для различных скоростей движения. 
Схема генерации многомерного случайного 

процесса неровностей пути во временной области 
(рис. 4), предложенная в [3, 4], включает в себя 
пять генераторов белого шума13. Четыре генерато-
ра (ГШ1 — ГШ4) формируют последовательности  
дискретных псевдо случайных чисел ( )y nT , распре-
деленные по нормальному закону. Здесь Т = 0,01 с — 
шаг дискретизации, n = 1, 2, 3, ..., N — количество ша-
гов (N = 4096 для обеспечения длительности реализа-
ции NТ = 40,96 с). Пятый генератор (ГШ5) задает ис-
ходные начальные случайные числа для ГШ1 — ГШ4. 

Для реализации этой схемы генерации случайных 
процессов по принятым аналитическим выражениям 
авто- и взаимных корреляционных функций с пара-
метрами ( )i u

Sη η
2 , aν, να

* и νθ
* определялись импульсные 

характеристики формирующего фильтра при задан-
ной скорости движения v, м/с14 [4]:
 

( )( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )c

c

         cos ;

cos ,

i u i u

i u i u

nT

n n T

k nT S a e nT

k nT S S a e n n T

ν

ν

α
ν νη η η η

ν

α
η η η η ν ν

ν

πθ

πθ

-

é ù- -ê úë û

=

é ù= -ë û

å

å

2

2

2

2

где vν να α*= , vν νθ θ*= , nTτ=  и с сn Tτ = .
Сигналы с выходов ГШ1 — ГШ4 в блоках ki, j  

умножают на значения соответствующих импульс-
ных характеристик и далее вычисляют интеграл 
Дюамеля, представляющий собой свертку двух 
функций [8, 11]:

( ) ( ) ( ) ( )
с

с .
i u

n T

u d k n n T y nTη ητ τ
¥

é ù= -ë ûåò
0

 (14)

Для получения многомерного случайного процес-
са неровности ( )x tη  в каждый момент времени скла-
дывались результаты четырех сверток (14) — одной с 
импульсной характеристикой, параметры которой со-
ответствуют автокорреляционной функции искомой 
неровности рельсового пути, других с импульсными 

характеристиками, параметры которых соответствуют 
взаимным корреляционным функциям этой неровно-
сти с тремя другими.

Рассмотрим несколько примеров генерации слу-
чайных процессов ( )t x vη é ù=ë û  с параметрами, при-
веденными в таблице, выполненных для решения 
следующих задач:

•	 проверки	 сходимости	 графиков	 сгенерирован-
ных реализаций случайных процессов неровностей 
(рис. 2, б) с исходными реализациями (рис. 2, а);

•	 	проверки	сходимости	графиков	вероятностных	
характеристик, построенных по формулам (1) – (3) 
для сгенерированных реализаций с аналогичными 
графиками, построенными по аналитическим выра-
жениям (4) – (5) для заданной скорости движения v, 
м/с (рис. 3 и 4);

•	 анализа	 влияния	 скорости	 движения	 на	 харак-
тер сгенерированных реализаций и их вероятностные 
характеристики.

Для проверки сходимости экспериментальных 
(рис. 2, а) и сгенерированных реализаций случайных 
процессов ( )x tη  генерация этих процессов выполня-
лась по значениям параметров соответствующих анали-
тических выражений, приведенных в табл. 1. Графики 
сгенерированных реализаций ( )x xη  (рис. 2, б) имеют 
удовлетворительную сходимость с графиками, постро-
енными по экспериментальным данным (рис. 2, а). Эти 
графики (рис. 2, б) также имеют вид случайных колеба-
ний с нулевыми средними значениями и стабильными 
размахами. Поэтому в первом приближении их также 
можно рассматривать как реализации эргодических 
стационарных случайных процессов. Вместе с тем в гра-
фиках сгенерированных процессов имеются составляю-
щие с более высокими частотами, которые были полу-
чены по дополнительным реализациям для обеспечения 
необходимого диапазона частот возмущения.

На рис. 3 приведены автокорреляционные функ-
ции левой горизонтальной ( )лгR τ  и правой вертикаль-
ной ( )пвR τ  неровностей, а также их взаимная корреля-
ционная функция ( )пвлгR τ . Как видно из этого рисунка, 
полученные графики содержат несколько затухающих 
косинусоидальных составляющих. Затухание этих 
графиков свидетельствует о том, что для исследуемых 
случайных процессов выполняются условия стацио-
нарности и эргодичности15 [3]. Кроме того, максимум 
взаимной корреляционной функции сдвинут на вели-
чину сτ  относительно начала координат.

Графики корреляционных функций, построен-
ные по сгенерированным реализациям (рис. 3, кри-
вые 1), показывают удовлетворительную сходимость 

12  Акишин А. А. Указ. соч. С. 60.
13 Там же.  
14 Там же.
15 Вентцель Е. С. Теория вероятностей. С. 421; Механическая часть тягового подвижного состава. С. 54.

(13)



A. N. Savoskin, N. S. Lavlinskaya/Russian Railway Science Journal. 2024;83(1):24-39

35

скорости. Так, для скорости 20 м/с этот шаг составил
,T = 0 00925 c, для скорости 60 м/с — ,T = 0 0031 c, а 

для скорости 120 м/с — ,T = 0 0015 c.
При этом реализация случайного процесса пра-

вой вертикальной неровности (рис. 6, б; рис. 7, б; 
рис. 8, б), сгенерированная по новому, упрощенно-
му методу, так же как и реализация, сгенерирован-
ная по ранее предложенному методу, имеет вид слу-
чайного колебания с нулевым средним значением и 
стабильным размахом. Поэтому в первом прибли-
жении эти процессы также можно рассматривать 
как реализации эргодических стационарных слу-
чайных процессов. Спектральные плотности ( )пвG f  
(рис. 6, в; рис. 7, в; рис. 8, в, поз. 2), вычисленные для 
реализации, сгенерированной упрощенным спосо-
бом, при каждой из заданных скоростей движения, 
показали удовлетворительную сходимость со спек-
тральными плотностями ( )пвG f  (рис. 6, в; рис. 7, в; 
рис. 8, в, поз. 1), вычисленными для реализаций, 

Рис. 5. Схема генератора многомерного 
случайного процесса возмущения: 

ГШ1 — ГШ4 — генераторы последовательности дискретных 
псевдослучайных чисел; ГШ5 — генератор исходных начальных 
случайных чисел для ГШ1 — ГШ4; k — импульсная характеристика; 

η  — геометрическая неровность рельсового пути, 
пг — горизонтальная правого рельса, лг — горизонтальная левого 

рельса, пв — вертикальная правого рельса, лв — вертикальная 
левого рельса 

Fig. 5. Multivariate random disturbance process generator diagram:  
ГШ1 — ГШ4 — discrete pseudorandom number sequence 

generators; ГШ5 — initial random number generator 
for ГШ1 — ГШ4; k — impulse response; η  — rail track geometric 

irregularity; пг — right rail horizontal; лг — left rail horizontal; 
пв — right rail vertical; лв — left rail vertical 
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с теоретическими графиками, построенными по ана-
литическим выражениям (4) – (5) (рис. 3, кривые 2).

По корреляционным функциям путем численного 
преобразования Фурье были найдены спектральные 
плотности ( ) ( )лг пвиG f G f , а также составляющие вза-
имной спектральной плотности ( )пвлг jfÔ  (рис. 4).

Как видно из рис. 4 (а–д), графики спектраль-
ных плотностей исследуемых процессов, как и кор-
реляционные функции (рис. 3), состоят из ряда  
слагаемых. Отметим, что графики, построенные по 
формулам (2) и (3) — линии 1, также показывают удо-
влетворительную сходимость с графиками, построен-
ными по аналитическим выражениям (6) — (10) — ли-
нии 2, так как их максимумы приходятся на одинаковые 
частоты. При этом из составляющих взаимной спек-
тральной плотности наилучшую сходимость пока-
зал график амплитудной составляющей ( )пвлг

A fÔ .
Упрощение генерации случайного процесса возмуще-

ния с помощью импульсной характеристики. Выполним 
упрощение метода генерации случайных процессов 
возмущения (рис. 5), предложенного в работах [3, 4]. 
Для этого выполним такую генерацию в функции ко-
ординаты, где шаг дискретизации по координате по-
стоянен ,X = 0 185 м. В этом случае для нахождения 
импульсных характеристик используем параметры να

* 
и νθ

* (1/м), не зависящие от скорости движения, и им-
пульсные характеристики формирующего фильтра не 
будут зависеть от скорости движения:

( )( ) ( )
( ) ( )cos ;

i u i u

nX
k nX S a e nXνα

ν νη η η η
ν

πθ
*- *= å

2

2  (15)

( ) ( )

( )

с

ccos .

i u i u

n n X
k nX S S a e

n n X

να

η η η η ν
ν

νπθ

*é ù- -ê úë û

*

= ´

é ù´ -ê úë û

å
2

2  (16)

В результате генерации получаются реализации 
многомерных неровностей пути в функции коорди-
наты ( ),i j x vtη = . Затем, в отличие от работ [3, 4], не 
будем выполнять процедуры генерации случайных 
процессов ( )/,i j t x vη =  для каждой из заданных ско-
ростей. Вместо этого выполним пересчет полученных 
реализаций ( ),i j xη  на реализации ( ),i j tη , заменяя в 

сгенерированных реализациях ( ),i j xη  координату 

( ) , , , , ...,x nX n N= =1 2 3  на координату /t nX v=  для 
каждой заданной скорости движения v. 

Проведем оценку применимости данного упро-
щенного метода, сравнив результаты генерации с 
реализациями, сгенерированными по ранее пред-
ложенному методу [3, 4], для различных скоростей 
движения (рис. 6, 7, 8). При этом по новому способу 
была сгенерирована одна реализация в функции ко-
ординаты x, для которой пересчитывался шаг дискре-
тизации по времени T X v=  для каждой выбранной 
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Рис. 6. Графики, полученные для неровности 
правого рельса при скорости 20 м/с:

а — реализации, сгенерированные ранее предложенным способом 
генерации; б — реализации, сгенерированные упрощенным 

способом генерации; в — спектральные плотности: 1 — полученные 
для реализации, сгенерированной ранее предложенным способом; 
2 — полученные для реализации, сгенерированной упрощенным 

способом
Fig. 6. Graphs for the right rail irregularities at 20 m/s:
а — implementations generated by previous methods; 

б — implementations generated by the simplified 
method; в — spectral densities: 1 — for implementations generated 

by previous methods; 2 — for implementations generated by 
the simplified method 

Рис. 7. Графики, полученные для неровности 
правого рельса при скорости 60 м/с:

а — реализации, сгенерированные ранее предложенным способом 
генерации; б — реализации, сгенерированные упрощенным 

способом генерации; в — спектральные плотности: 1 — полученные 
для реализации, сгенерированной ранее предложенным способом; 
2 — полученные для реализации, сгенерированной упрощенным 

способом
Fig. 7. Graphs for the right rail irregularities at 60 m/s:
а — implementations generated by previous methods; 

б — implementations generated by the simplified 
method; в — spectral densities: 1 — for implementations generated 

by previous methods; 2 — for implementations generated by 
the simplified method 
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сгенерированных ранее предложенным в работах 

[3, 4] способом, так как при одинаковых скоростях 
движения в реализациях проявляются одни и те же 
составляющие спектральных плотностей. При этом, 
как показывают графики, сходимость спектральных 
плотностей улучшается с ростом скорости движения.

Таким образом, новый, упрощенный способ гене-
рации целесообразно использовать при решении задач 
динамики рельсовых экипажей, так как значительно 
упрощается процедура задания возмущений для иссле-
дования колебаний нелинейных систем. Это обусловле-
но тем, что можно использовать множество однократно 
сгенерированных реализаций неровностей в функции 
координаты ( ),i j xη , вместо того чтобы генерировать 
такие множества для каждой скорости движения.

Также отметим, что с увеличением скорости дви-
жения возрастают частоты возмущений xf f v=  и 
меняется вид графиков реализаций и спектральных 
плотностей: они становятся более высокочастотными. 
Например, при скорости движения v = 20 м/с в гра-
фике спектральной плотности присутствуют частоты 
до 1,6 Гц, которые влияют на вертикальные колебания 
кузова подвижного состава, частота собственных коле-
баний которого составляет 1,3‒1,5 Гц (рис. 6). 

При скорости движения v = 60 м/с диапазон ча-
стот графика ( )пвG f  расширяется уже до 4,8 Гц и бу-
дет влиять на колебания кузова и тележек (рис. 7). 
При скорости v = 120 м/с высокие частоты графиков

( )пвG f  достигают значений 9,6 Гц и превышают соб-
ственные частоты вертикальных колебаний тележек 
(рис. 8). Этот анализ наглядно показывает необхо-
димость отдельного формирования возмущений для 
различных скоростей движения.

Кроме того, определенный интерес представляет 
и анализ длин волн неровностей Lв, которые можно 
определить как вL v f= . Диапазон частот и соответ-
ствующих длин волн для сгенерированных реализа-
ций возмущения приведен в табл. 2 и показывает сле-
дующее. Высшим частотам спектральных плотностей 
при всех скоростях движения соответствует длина 

Рис. 8. Графики, полученные для неровности 
правого рельса при скорости 120 м/с:

а — реализации, сгенерированные ранее предложенным способом 
генерации; б — реализации, сгенерированные упрощенным 

способом генерации; в — спектральные плотности: 1 — полученные 
для реализации, сгенерированной ранее предложенным способом; 
2 — полученные для реализации, сгенерированной упрощенным 

способом
Fig. 8. Graphs for the right rail irregularities at 120 m/s:

а — implementations generated by previous methods; 
б — implementations generated by the simplified 

method; в — spectral densities: 1 — for implementations generated 
by previous methods; 2 — for implementations generated by 

the simplified method 
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волны 12,5 м. Вместе с тем низшей частоте ( )пвG f  соот-
ветствуют длины волн, изменяющиеся с ростом скоро-
сти от 100 м при v = 20 м/с и до 600 м при v = 120 м/с.

Этот анализ также подтверждает необходимость 
формирования возмущений для различных скоростей 
движения.

Обсуждение и заключение. При использовании для 
анализа длительных (свыше 14 км) реализаций слу-
чайных процессов геометрических неровностей рель-
сового пути, записанных вагонами-путе изме ри телями, 
обеспечивается возможность получения доверитель-
ных результатов, которые могут быть применены для 
генерирования неровностей. Предложенные анали-
тические выражения для аппроксимации авто- и 
взаимных корреляционных функций, а также функ-
ций спектральной и взаимной спектральной плот-
ности эквивалентных геометрических неровностей 
пути учитывают специфику исследуемых процессов. 
Графики, построенные по их аналитическим выра-
жениям, обеспечивают удовлетворительную сходи-
мость с графиками характеристик, построенными 
по результатам численного вероятностного анализа 
сгенерированных случайных процессов неровно-
стей. Полученные при аппроксимации параметры 
вероятностных характеристик возмущений могут 
быть использованы для генерации многомерных 
эквивалентных геометрических неровностей, учи-
тывающих инерционные и упруго-диссипативные 
свойства рельсового пути. Такие процессы могут 
быть использованы в качестве возмущений в моде-
лях колебаний рельсовых экипажей, движущихся по 
абсолютно жесткому пути. Упрощенный способ ге-
нерации возмущений в функции координаты x по-
казал удовлетворительную сходимость с экспери-
ментальными данными и с результатами генерации 
ранее предложенным способом. Он может быть эф-
фективно использован при решении задач динамики 
рельсовых экипажей, в том числе для сложных не-
линейных систем. Применение данного способа не 
требует генерации новых реализаций неровностей 
для каждой заданной скорости движения, что суще-
ственно сокращает затраты машинного времени на 
моделирование.
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