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АННОТАЦИЯ

Введение. Основной проблемой при обработке спутниковых измерений остается борьба с их помехами, осо-
бенно интенсивными в условиях пересеченной местности, городской инфраструктуры, при усилении атмосфер-
ных возмущений, создании искусственных помех. Практика применения спутниковых навигационных систем по-
следних лет показала неэффективность использования в подобных условиях традиционных методов обработки 
спутниковых сообщений, построенных на основе метода наименьших квадратов или его модификаций. Данные 
алгоритмы не в состоянии обеспечить требуемую точность пространственной ориентации для подвижных робо-
тотехнических комплексов, функционирующих в условиях интенсивных возмущений различной физической при-
роды. Это приводит к необходимости применения алгоритмов обработки стохастической информации, более 
эффективных, чем метод наименьших квадратов, в частности построенных на основе теории нелинейной стоха-
стической фильтрации. Основной трудностью в этом случае является синтез уравнений движения робототехни-
ческих комплексов, инвариантных к виду их движения и случайным условиям среды функционирования. В то же 
время, как показывает практика, подавляющее большинство комплексов движется по программным траектори-
ям, обеспечивающим возможность аналитического описания параметров их движения, что создает предпосылки 
к решению задачи синтеза данных уравнений.
Материалы и методы. Предложен навигационный алгоритм для робототехнических комплексов, движущихся 
по заданной траектории в условиях случайных возмущающих факторов. В основу алгоритма положено комплек-
сирование методов нелинейной стохастической фильтрации для оценки состояния динамических систем, функ-
ционирующих в условиях помех, с нетрадиционными алгоритмами обработки спутниковых измерений и данных 
электронных карт. 
Результаты. Для робототехнического комплекса, осуществляющего экологический мониторинг, моделирова-
лось движение в плоскости местного меридиана из начальной точки с долготой 30º и широтой 45º. Выполнен 
анализ точности разработанного алгоритма путем оценки траектории робототехнического комплекса при ис-
пользовании двух классов спутниковых навигационных систем — средней и низкой точности.  
Обсуждения и заключение. Результаты численного эксперимента в совокупности с отмеченными выше преи-
мущественными особенностями предложенного метода позволяют сделать вывод о возможности его эффектив-
ного практического применения для позиционирования подвижных робототехнических комплексов.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: робототехнические комплексы, спутниковые измерения, электронные карты, стохастиче-
ская фильтрация, расширенный фильтр Калмана
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ABsTRACT

Introduction. The main issue in processing satellite measurements remains the struggle with their interference, especially 
intensive in rugged terrain, cities, atmospheric disturbances and artificial interference. Use of satellite navigation in 
recent years shows that such conditions undermine traditional satellite signal processing methods based on the least 
squares method or its modifications. These algorithms are unable to provide the required accuracy of spatial orienta-
tion for mobile robotic systems operating under intensive disturbances of various physical nature. This requires new 
algorithms for processing stochastic information more efficient than the least squares method, in particular, based on 
the theory of nonlinear stochastic filtration. The main challenge in this case is the synthesis of equations of motion of 
robotic complexes invariant to its type and random conditions of the environment of its functioning. At the same time, as 
practice shows, the vast majority of complexes move along programme trajectories that allow for analytical description 
of their motion parameters, which creates prerequisites for solving the problem of synthesis of these equations.
materials and methods. This paper proposes a navigation algorithm for robotic systems moving along a given trajectory 
under random perturbing factors. The algorithm is based on the combination of nonlinear stochastic filtering methods 
for estimating the state of dynamic systems operating under disturbances with non-traditional algorithms for processing 
satellite measurements and electronic map data. 
Results. For an environmental monitoring robot system, the authors modelled the motion in the plane of the local 
meridian from an initial point with longitude 30° and latitude 45°. The paper analyses the accuracy of the developed 
algorithm by estimating the trajectory of the robotic system using two classes of satellite navigation systems: medium 
and low precision. 
discussion and conclusion. The results of the numerical experiment together with the above-mentioned advantages 
of the proposed method allow us to consider its effective practical application for positioning of mobile robotic systems.

KeywORds: robotic systems, satellite measurements, electronic maps, stochastic filtering, extended Kalman filter
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Введение. Одним из наиболее эффективных путей 

решения задачи высокоточной пространственной ори-

ентации подвижных робототехнических комплексов 

(РТК), например беспилотных поездов, в настоящее 

время является обработка навигационных спутнико-

вых измерений [1–15]. Основной проблемой здесь 

была и остается борьба с помехами измерений, осо-

бенно интенсивными в условиях городской инфра-

структуры, пересеченной местности, при активизации 

атмосферных (и особенно искусственных) помех, не 

говоря уже о неизбежных инструментальных погрешно-

стях передатчика спутника и навигационного приемни-

ка [5–20]. Как показала практика использования спут-

никовых навигационных систем в течение последних 

двух лет, отсутствие универсальных методов решения 

данной проблемы не позволяет обеспечить требуемую 

эффективность функционирования подвижных РТК 

в вышеперечисленных условиях, что, в свою очередь, 

требует разработки новых подходов к решению задачи 

высокоточной пространственной ориентации РТК. 

Практически все современные методы обработки 

спутниковых измерений используют или метод наи-

меньших квадратов (МНК), или его различные моди-

фикации [5–9, 13–15, 19]. Это позволяет обеспечить 

заданную точность решения задачи пространственной 

ориентации для неподвижных объектов, но оказывает-

ся неэффективным для подвижных РТК, функциони-

рующих в условиях интенсивных возмущений различ-

ной физической природы. 

С другой стороны, для оценки состояния дина-

мических систем, эксплуатируемых в стохастических 

средах, существует обширный класс методов обработ-

ки измерений, значительно более эффективных, чем 

МНК. К таким методам, в частности, относятся методы 

нелинейной стохастической фильтрации, позволяю-

щие учитывать как динамику РТК, так и стохастические 

характеристики среды функционирования [8, 10–12, 

15–18]. Основной трудностью их применения при ис-

пользовании спутниковых измерений является синтез 

уравнений движения РТК, инвариантных к виду его 

движения и условиям среды эксплуатации. Решение по-

добной задачи рассмотрено далее в первой части статьи.

Помимо реализации стохастических методов обра-

ботки спутниковых измерений, весьма эффективным 

подходом к решению задачи высокоточной простран-

ственной ориентации РТК является использование 

аналитического описания известной траектории 

его движения. Постоянно нарастающее применение 

электрон ных карт позволяет реализовать априорную 

высокоточную аппроксимацию заданного (програм-

много) маршрута движения РТК набором траектор-

ных интервалов, на которых существуют аналитиче-

ские зависимости его навигационных параметров, что, 

во-первых, резко сокращает вычислительные затраты 

при их оценке, а во-вторых, обеспечивает высокую  

точность привязки к траектории даже в условиях ин-

тенсивных помех измерения [21, 22]. Таким образом, 

цель работы состоит в предложении нового подхода к 

обработке спутниковых измерений, который бы обе-

спечивал возможность существенного повышения 

точности пространственной ориентации РТК (до суб-

метрового диапазона) при резком сокращении вычис-

лительных затрат за счет совместного использования 

аппроксимации заданного маршрута движения РТК 

набором аналитических траекторных интервалов с 

отработанными методами стохастической динамики.

Последовательность решения задачи определим 

следующим образом. На первом этапе сформируем 

стохастические дифференциальные уравнения пара-

метров пространственной ориентации РТК и их сто-

хастического наблюдателя, используя зашумленные 

спутниковые измерения. На втором этапе редуцируем 

полученные уравнения к виду, соответствующему про-

граммному движению по траекторному участку, пред-

ставляющему собой участок ортодромии и полученному 

при соответствующей аппроксимации заданной траек-

тории РТК набором кратчайших траекторных интер-

валов. На заключительном этапе на основе дифферен-

циальных уравнений параметров пространственной 

ориентации РТК и их стохастического наблюдателя на 

ортодромии построим навигационный алгоритм РТК, 

обеспечивающий искомую стохастическую оценку па-

раметров его пространственной ориентации.

Синтез дифференциальных уравнений параметров 

пространственной ориентации РТК. Для возможности 

синтеза дифференциальных уравнений навигацион-

ных параметров РТК используем модели спутнико-

вых измерений (псевдодальности и псевдоскорости) 

на этапе первичной обработки и в самой общей (сто-

хастической) форме. В стандартном режиме исполь-

зования спутниковых измерений модель измерений 

псевдодальности ZR имеет вид [1–6, 8, 9]:

( ) ( ) ( ) ,
R c c c R

Z Wξ ξ η η ζ ζ= - + - + - +2 2 2
 (1)

где , ,
c c c
ξ η ζ  — заданные пространственные координа-

ты спутника в гринвичской системе координат (ГСК);

, ,ξ η ζ — пространственные координаты РТК в ГСК; 

WR — погрешность измерений псевдодальности.

Аналогично модель измерений псевдоскорости ZV 

в стандартном режиме может быть описана как

( )( ) ( )( )

( )( )

( ) ( ) ( )( ) ,

V c c c c

c c

c c c V

Z V V V V

V V

W

ξ ξ η η

ζ ζ

ξ ξ η η

ζ ζ

ξ ξ η η ζ ζ
-

é= - - + - - +êë
ù+ - - ´úû

´ - + - + - +
1

2 2 2

где , ,
c c c

V V Vξ η ζ
 — проекции скорости спутника на оси 

ГСК; , ,V V Vξ η ζ  — проекции скорости РТК на оси ГСК; 

W
V
 — погрешность измерений псевдоскорости.

(2)
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С учетом равномощности множества случайных 

факторов, обусловленных атмосферными помехами, 

инструментальными погрешностями передатчика 

спутника и навигационного приемника и др. и вли-

яющих на погрешности измерений псевдодальности 

WR и псевдоскорости WV, условно примем их белыми 

гауссовскими шумами с нулевыми средними и интен-

сивностями DR
 и DV  соответственно.

Уравнение (2) относительно пространственных ко-

ординат РТК в ГСК 
Tξηζ  может быть записано в сле-

дующей стохастической дифференциальной форме:

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

.

c c c c c c

c c c V V

T

c c c

V V V

Z W

ξ η ζξ ξ η η ζ ζ

ξ ξ η η ζ ζ

ξ ξ η η ζ ζ ξηζ

é ù- + - + - -ê úë û

- - + - + - - =

= - - -

2 2 2

   (3)

Так как для определения всех пространственных 

координат РТК данного уравнения недостаточно, то 

для редукции количества переменных в уравнении (3) 

используем заявленную ранее возможность разбиения 

всей траектории движения РТК на ортодромические 

траекторные интервалы (кратчайшие траектории меж-

ду текущими точками), на которых существует извест-

ная аналитическая зависимость между пространствен-

ными координатами движущегося объекта [21, 22]:

cos sin
,

sin cos

P P P a a

P P P a a

ξ η η

ζ η η
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0 0 0 1
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, ,ξ η ζ0 0 0
 — пространственные координаты началь-

ной точки ортодромического отрезка; , ,ξ η ζ1 1 1
 — про-

странственные координаты конечной точки ортодро-

мического отрезка; r — радиус Земли.

Помимо аналитической зависимости между про-

странственными координатами движущегося объекта 

используем также аналитическую связь проекций его 

линейной скорости в ГСК, полученную путем диффе-

ренцирования (4):

( )

( )
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.
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2
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Исходя из соотношений (4), (5), окончательно 

уравнение вектора пространственных координат РТК 

(3) на ортодромии сформируем в следующем виде:
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Учитывая характер движения РТК по сфере Земли 

(т. е. rξ η ζ+ + =2 2 2 ), получим

( )

( ) ( ) ,

t t t V V
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t
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q q q a Z W

a

a P a

η η
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где ,Vηη=  ,
c c c c c c t
V V V qξ η ζξ η ζ+ + = 0

cos sin ,
c c c t

P P P Pξ η ζ χ+ + =0 0 0

( )cos sin ,
c c c t

V P P V V P P qξ η ζ- + + =0 0 1

( )sin cos ,
c c t

a V P V P qξ ζ- =0 0 0 2

,
t c c c

rΘ ξ η ζ= + + +2 2 2 2

1

[ ]cos sin ,
t c c c

P P P PΘ ξ η ζ=- + +2 0 02

[ ]sin cos
t c c

a P PΘ ξ ζ= -3 0 0 02  — временные функции.

В форме Ланжевена, исходной для построения ал-

горитмов стохастической оценки, данное уравнение 

принимает вид
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Решение данного уравнения с одновременным 

использованием соотношений (4) является оконча-

тельным решением задачи пространственной ори-

ентации РТК по спутниковым измерениям. В силу 

того, что уравнение (6) является стохастическим, за-

дача пространственной ориентации РТК может быть 

решена лишь с использованием методов стохастиче-

ского оценивания пространственной координаты η. 

В этом случае можно использовать хорошо отрабо-

танные методы теории стохастической фильтрации 

[8, 10–18]. Среди разработанных на сегодняшний 

день методов фильтрации наиболее эффективным по 

точности и вычислительным затратам является рас-

ширенный фильтр Калмана [15, 17, 18]. Однако его 

применение требует дополнительного наличия урав-

нения наблюдателя параметров состояния наблюдае-

мого объекта. С этой целью проделаем следующие по-

строения.

Модель наблюдателя параметров пространственной 

ориентации РТК. В силу того, что измерения псевдо-

скорости были уже полностью использованы при вы-

воде уравнений пространственной ориентации РТК, 

при построении уравнения наблюдателя простран-

ственной ориентации рассмотрим далее в качестве 

его выходного сигнала измерения псевдодальности. 

Исходя из их общей формы (1) и учитывая аналитиче-

ские зависимости (4), (5), в данном случае имеем

( ) ( )

( )
( )

/

cos sin

sin cos

, ,

Rort c c

c

R R

Z P P P a a

P P P a a

W H t W

ξ η η η η

ζ η η

η

æç= - + - + - +ççè

ö÷+ - - - +÷÷ø

+ = +

2
22

0 0 0 1

1 2
2

2

0 0 0 1

где WR — погрешности измерений псевдодальности,

( ) [(
] [ ] )

/

, cos

sin sin cos

,

c c c c c

c c c

H t r P P

P P a P P a

a

η ξ η ζ ξ η

ζ η ξ ζ η

Θ Θ η Θ η

= + + + - + +

+ + - - =

= + + -

2 2 2 2

0

1 2
2

0 0 0 0 1

2

1 2 3 1

2

2

где ,
c c c

rΘ ξ η ζ= + + +2 2 2 2

1

[ ]cos sin ,
c c c
P P P PΘ ξ η ζ=- + +2 0 02

[ ]sin cos
c c

a P PΘ ξ ζ= -3 0 0 02  — временные функции.

Здесь следует подчеркнуть, что вся необходимая 

для наблюдения и последующей оценки простран-

ственной координаты η  информация содержится в 

сигнале измерения псевдодальности только одного 

спутника (как и информация, необходимая для по-

строения уравнения динамики данной координаты 

(6) по измерениям псевдоскорости).

Приведенные уравнения наблюдателя (7) и объек-

та (6) позволяют построить искомый алгоритм оценки 

в форме расширенного фильтра Калмана:

( ) ( ) ( )( )
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η

η
η

η η η η

η
η η

η

η
η η η

η

η
η

η
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-

üï= + - ïïïï¶ ïï= ïï¶ ïïï¶ ýï= + -ïï¶ ïïïïæ ö¶ ï÷ç ï÷-ç ÷ ïç ÷ç ï¶è ø ïþ

1

2

0

2

1

2



  (8)

где η̂ — стохастическая оценка координаты η,

( )ˆ Mη η= 0
; ( ),ˆR tη  — апостериорная ковариационная 

функция, ( ){ }ˆ ,R M η η= - 2

0 0 0
 используемые в данном 

алгоритме совместно с соотношениями (4). 

Данный алгоритм обеспечивает полное решение 

поставленной задачи пространственной ориентации 

РТК, функционирующего в условиях случайных по-

мех спутниковых измерений. При этом следует отме-

тить, что оценка η̂ координаты η  в пределах текуще-

го траекторного интервала в силу вышеприведенных 

аналитических зависимостей от нее остальных коор-

динат автоматически определяет позиционирование 

РТК на этом траекторном интервале (с погрешностью, 

определяемой ошибкой оценки η̂). То есть исключается 

возможность позиционирования РТК вне программной 

(7)
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траектории, в отличие от существующих методов пози-

ционирования (например, «припасовки к карте»).

Для оценки точности предложенного подхода был 

проведен следующий численный эксперимент.

Методика и результаты численного эксперимента. 

Для РТК, осуществляющего экологический монито-

ринг, моделировалось движение в плоскости мест-

ного меридиана из начальной точки с долготой 30° 

и широтой 45° (т. е. м,ξ =0 2 253 549  м,η =0 4 507 098  

мζ =0 3 903 261 ) в конечную точку с широтой 47° (т. е.

м,ξ =1 2173 875  м,η =1 4 660125 мζ =1 3 765152 ).

Горизонтальная составляющая его скорости в 

географической системе координат в соответствии с 

характером мониторинга изменялась во времени по 

закону

Г м/сsin , ( ),V t= +20 5 0 02  (9)

а проекция скорости на ось η ГСК, соответственно, как

Г .V
r

η
η

æ ö÷ç= - ÷ç ÷çè ø

2

1  (10)

Текущее изменение пространственной координаты 

η  определялось интегрированием уравнения (10) ме-

тодом Рунге — Кутты 4-го порядка с шагом ,t∆ = 0 01 с 

в течение временного интервала [ ] с,;t Î 0 1000  а про-

странственные координаты ,ξ ζ  вычислялись по со-

отношениям (4).

Анализ точности разработанного алгоритма (8) 

осуществлялся путем оценки траектории РТК при 

использовании двух классов спутниковых навига-

ционных систем (СНС) — средней и низкой точно-

сти.  При моделировании шума WV для СНС средней 

точности использовался белый гауссовский шум с 

нулевым средним и дисперсией (0,1 м/с)2, при мо-

делировании шума WR — то же с нулевым средним и 

дисперсией (5 м)2. Для СНС низкой точности диспер-

сия шума WV была выбрана равной (0,3 м/с)2, а шума 

WR — равной (15 м)2.

График погрешности оценки координаты η  РТК 

для СНС средней точности показан на рис. 1. 

Из полученных результатов видна ярко выражен-

ная тенденция к резкому уменьшению погрешности 

оценки координаты η : уже на начальном времен-

ном интервале (не более 10 с) данная погрешность 

снижается до 1,9 м. В дальнейшем она продолжает 

уменьшаться, не превышая 0,7 м на всем интервале 

моделирования (см. рис. 2 с фрагментом изменения 

погрешности оценки η  на временном интервале 300–

500 с), при том, что требуемый уровень точности для 

данных СНС определяется в пределах 5 м.

На рис. 3 показан график изменения погрешности 

оценки координаты η  РТК для СНС низкой точно-

сти. В данном случае по-прежнему наблюдается хоро-

шая степень сходимости и устойчивости процесса оце-

нивания, хотя уровень погрешностей в установившемся 

режиме возрастает до 4,1 м. Но здесь следует иметь в 

виду, что для объектов с СНС низкой точности подоб-

ный уровень погрешностей позиционирования суще-

ственно превышает требуемый на сегодняшний день 

(10 м).

Обсуждение и заключение. Приведенные резуль-

таты численного моделирования позволяют сделать 

выводы, во-первых, о достижении поставленной в 

работе цели, а во-вторых, сформулировать основные 

преимущественные особенности предложенного ал-

горитма по сравнению с традиционными методами 

позиционирования РТК, а именно:
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Рис. 1. Погрешность оценки координаты η  РТК для СНС средней 
точности

Fig. 1. Coordinate η  estimation error of robotic systems for medium 
accuracy satellite navigation systems

Рис. 2. Фрагмент изменения погрешности оценки координаты η  
на временном интервале [300; 500] с

Fig. 2. Fragment of the change of the coordinate η  estimation error 
on the time interval of [300; 500] s

Рис. 3. Погрешность оценки координаты η  для СНС низкой 
точности

Fig. 3. Coordinate η  estimation error  for low accuracy satellite 
navigation systems 
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•	 учет	 стохастической	 динамики	 наблюдаемого	
объекта;

•	 устойчивость	 определения	 пространственной	
ориентации	РТК,	прежде	всего,	даже	при	деградации	
наблюдаемой	 спутниковой	 группировки	 (за	 счет	 до-

статочного	наличия	только	одного	спутника	для	реше-

ния	задачи	навигации),	а	также	в	силу	принципиаль-

ной	принадлежности	оценок	всех	пространственных	
координат	 текущему	 программному	 траекторному	
интервалу,	 обусловленной	 их	 аналитическими	 зави-

симостями	от	одной	оцениваемой	координаты;	
•	 минимальная	размерность	алгоритма	стохасти-

ческой	 оценки	 текущих	 координат	 РТК	 (т.	е.	 мини-

мальный	объем	вычислительных	затрат	для	бортового	
вычислителя).	

Некоторым	 ограничением	 рассмотренного	 под-

хода	 является	 необходимость	 наличия	 программной	
траектории	РТК,	но	для	широкого	класса	подвижных	
РТК	 общего	 и	 специального	 назначения	 (наземных,	
воздушных	 и	 морских)	 данный	 недостаток	 критич-

ным	 не	 является.	 В	 целом	 результаты	 численного	
эксперимента	 в	 совокупности	 с	 отмеченными	 выше	
преимущественными	 особенностями	 предложенного	
метода	 позволяют	 сделать	 вывод	 о	 возможности	 его	
эффективного	 практического	 применения	 для	 по-

зиционирования	 по	движных	 РТК	 широкого	 назна-

чения	 при	 рассмотренном	 выше	 комплексировании	
электронных	карт	и	первичных	спутниковых	навига-

ционных	измерений.
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