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Аннотация. В статье рассмотрена классификация задач 
взаимодействия пути и подвижного состава. Представлена 
структура и основные выражения разработанной стохастиче-
ской модели взаимодействия пути и подвижного состава. Про-
ведено сравнение результатов расчетов взаимодействия пу-
ти и подвижного состава по стохастической модели с расчета-
ми по моделям «Универсальный механизм» и NUCARS. Стоха-
стические методы, основные положения которых изложены в 
данной статье, позволяют определять вероятностные характе-
ристики напряженно-деформированного состояния элемен-
тов верхнего строения пути и напряжений на основной пло-
щадке земляного полотна при реальном потоке эксплуата-
ционных нагрузок на заданном участке и решать важнейшие 
технико-экономические задачи, связанные с эксплуатацией 
путевой инфраструктуры.
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Актуальность проблемы. Распоряжением ОАО «РЖД» 
от 23 декабря 2015 г. утверждена новая методика 

классификации и специализации железнодорожных 
линий ОАО «РЖД». В настоящее время осуществля-
ются работы по актуализации нормативной докумен-
тации по содержанию инфраструктуры железнодо-
рожных линий, нормированию расходов по основным 
видам деятельности и формированию требований к 
конструкциям инфраструктуры с учетом специализа-
ции линий.

Оптимизация стоимости жизненного цикла кон-
струкций железнодорожного пути для различных ли-
ний является многофакторной задачей.

Железнодорожный путь можно рассматривать как 
динамическую систему, на вход которой подаются 
ухудшающие воздействия — эксплуатационные на-
грузки и улучшающие воздействия — мероприятия 
технического обслуживания и ремонта.

Результатом этих двух воздействий на физическом 
уровне являются силовые показатели взаимодействия 
пути и подвижного состава и зависящие от них пара-
метры, к которым относятся:

• силы взаимодействия в точках контактов системы 
колесо — рельс;
• деформации и напряжения элементов верхне-

го строения пути и на основной площадке земляно-
го полотна;
• износы элементов пути, накопление остаточных 

деформаций пути и его элементов.
На основе перечисленных показателей можно де-

лать анализ эффективности затрат для текущего со-
стояния пути, а также выполнять сценарное прогно-
зирование его изменения с целью оптимизации вло-
жений, что и является конечной целью ОАО «РЖД». 
Поэтому подходы, позволяющие определять показа-
тели взаимодействия пути и подвижного состава, вы-
двигаются на первый план, как обязательные источни-
ки первичной аналитической информации.

Проблемам взаимодействия пути и подвижного со-
става посвящены многие работы отечественных и за-
рубежных ученых, конструкторов и специалистов. Не 
будем останавливаться на анализе указанных работ, 
поскольку читатель может найти их описание в книге 
под авторством М. Ф. Вериго и А. Я. Когана [1] и в ра-
боте Ю. С. Ромена [2].

Классификация задач взаимодействия пути и по-
движного состава. При изучении процессов взаимо-
действия пути и подвижного состава исследуют коле-
бания и динамические силы, развивающиеся в еди-
ной динамической системе путь — экипаж. Задачи, 
решаемые при исследованиях взаимодействия пути 
и подвижного состава, можно классифицировать по 
признаку «объект изучения», имея в виду при этом со-
четание «объекта изучения в пути» и «объекта изуче-
ния в подвижном составе». Под объектом изучения в 
пути можно понимать наперед заданное сечение пути 
(или даже одного рельса), или совокупность наперед 
заданных сечений пути (в том числе одноименных, на-
пример стыков рельсов, крестовин стрелочных пере-
водов и т. п.), или непрерывно заданный участок пути.

Под объектом изучения в подвижном составе пони-
мают заданное колесо заданной единицы подвижного   E-mail:  isso_nto@mail.ru (Э. Д. Загитов)
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состава, одноименные колеса однотипных экипажей, 
все колеса заданного экипажа, все колеса одноимен-
ных экипажей, все колеса поездов.

Представим возможные варианты в этой классифи-
кации для исследования номера задач в виде таблицы, 
приведенной ниже (табл. 1).

Задачи № 1 – 3, 7 – 9 решают обычно при испыта-
ниях взаимодействия пути и подвижного состава; за-
дачи № 4, 5, 10 – 12 — при расчетном установлении 
наибольших допускаемых скоростей заданного ти-
па подвижного состава; задачи № 13 – 15 — при оцен-
ке воздействия на путь подвижного состава (оценка 
долговечности элементов верхнего строения пути при 
заданном уровне эксплуатации, оценка накопления 
остаточных деформаций пути и др.).

Задачи № 1, 2, 7 и 8 могут решаться в детермини-
стической постановке, так как для их решения могут 
быть точно заданы начальные и граничные условия, 
для этого используются модели взаимодействия пути 
и подвижного состава, в основу которых положено ин-
тегрирование систем дифференциальных уравнений и 
метод конечных элементов.

Остальные задачи должны решаться в вероятност-
ной постановке, поскольку все исходные данные для 
их решения могут быть определены только в вероят-
ностной форме. Применение детерминистических мо-
делей для решения таких задач (наравне с вероятност-
ными) возможно только при условии проведения мас-
совых расчетов с получением ансамблей реализации 
процессов и последующим определением основных 
статистических характеристик. Такой подход потре-
бует использования суперкомпьютеров при соответ-
ствующем технико-экономическом обосновании.

Одним из основоположников применения вероят-
ностных методов при разработке моделей взаимодей-
ствия пути и подвижного состава был проф. М. Ф. Вериго.

Известно, что реальные осевые нагрузки экипа-
жа, геометрия рельсовой колеи, неровности на по-
верхностях катания колес и другие параметры явля-
ются случайными. Для анализа взаимодействия пути 
и подвижного состава в условиях случайного характе-
ра возмущающих воздействий на входе в систему дол-
жны применяться методы теории вероятности и тео-
рии случайных функций.

Стохастическая модель взаимодействия пути и по-
движного состава. В работе [3, с. 304 – 319; 4,5] пред-
ставлена модель взаимодействия пути и подвижного 
состава, разработанная на основе методов теории слу-
чайных функций и теории вероятности.

Общие уравнения, описывающие колебания ви-
ляния, относа и боковой качки (боковые колебания) 
экипажа, могут быть разделены на нелинейные урав-
нения вписывания экипажа, определяющие среднее 
положение системы при вписывании экипажа в кри-
вую, и уравнения колебаний, описывающие отклоне-
ния координат системы от их средних значений [6]. 
Система линейных уравнений, описывающих стоха-
стические боковые колебания экипажа, когда невоз-
мущенное движение асимптотически устойчиво (от-
носительно положения изолированного равновесия), 
могет быть записана в матричной форме:

Ay B� = , (1)
где �y — вектор преобразованных по Фурье смешений 
элементов системы;  — вектор преобразованных по 
Фурье неровностей под колесами экипажа; А и 
В — прямоугольные матрицы коэффициентов при со-
ставляющих векторов �y и  соответственно. Уравне-
ние (1) может быть решено относительно вектора �y:

�y W= y i( )ω ,  (2)

где W A By i( )ω = −1 ; A-1 — матрица, обратная матрице А; 
ω — частота колебаний; i — мнимая единица.

Как видно из равенства (2), динамические свой-
ства системы, описывающей колебания виляния от-
носа и боковой качки, в рассматриваемом случае 
полностью определяются матрицей Wy i( )ω , элемен-
тами которой являются частотные характеристики с 
входами по неровностям под колесами экипажа в 
плане и по уровню и выходами по перемещениям 
масс экипажа. Входные воздействия системы — не-
ровности пути в плане γ 0( )vt  и возвышение одного 
рельса над другим h vtp

0( ) — определяются экспери-
ментально по результатам обмеров пути. В первом 
приближении процессы γ 0( )x  и h xp

0( ) можно считать 
корреляционно независимыми. Учитывая, что неров-
ности пути в плане и по уровню повторяются под все-
ми колесами экипажа и совпадают друг с другом с 
точностью до фазы, определяемой расстояниями ме-
жду колесами, можно сформировать матрицы Sγ ω( ) 
и Sh( )ω  спектральных плотностей отклонений рель-

Т а б л и ц а  1
Классификация задач взаимодействия пути и подвижного состава
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совых нитей в плане и по уровню соответственно под 
всеми осями экипажа:

( )S Rγ γω = S 0 ; (3)
( )S Rh hSω = 0 , (4)

где S Sγ γ ω0 0= ( ) — спектральная плотность процесса 
γ 0( )vt ; S Sh h

0 0= ( )ω  — спектральная плотность процесса 
h vtp

0 ( ).
Осцилляционная матрица R, входящая в равенства 

(3) и (4), имеет следующий вид:
R = 



 = −( )



 =R i a a i j Nnij j iexp Ω ,  , ,1 , (5)

где Ω =
ω
v

,

v — скорость движения экипажа; ai  — расстояние оси 
экипажа i от начала подвижной системы координат, 
движущейся вместе с экипажем.

В формуле (5) применена сплошная нумерация аб-
сцисс колесных пар ai начиная с последней по ходу 
движения (слева направо). Учитывая допущение о 
корреляционной независимости случайных процес-
сов γ 0 vt( ) и h vtp

0 ( ) и принимая во внимание соотноше-
ния (3) – (4), можно сформировать следующую квази-
матрицу взаимных спектральных плотностей входных 
воздействий в рассматриваемую динамическую систе-
му в случае, когда невозмущенное движение асимпто-
тически устойчиво:

S
S

SΞ1

0

0
ω γ( )=













h

. (6)

Матрица (6) определяет основную статистическую 
характеристику центрированного векторного случай-
ного процесса

Ξ1
0

1
0

2
0     vt vt a vt a vt anN( )= +( ) +( ) … +( ){ , , , ,γ γ γ

, , , }h vt a h vt a h vt ap p p nN
0

1
0

2
0+( ) +( ) … +( ) . (7)

Если случайные процессы γ 0 vt( ) и h vtp
0 ( ) считать га-

уссовскими, матрица (6) является исчерпывающей ха-
рактеристикой всех статистических свойств векторно-
го случайного процесса (7). Имея матрицу частотных 
характеристик системы, определяемую выражением 
(2), и матрицу спектральных плотностей входов этой 
системы (6), по известной формуле теории стационар-
ных случайных процессов можно определить матрицу 
спектральных плотностей процессов перемещений 
элементов экипажа:

S W S Wy
Ti iω ω ω ω( )= ( ) ( ) ( )y yΞ1

, (8)

где Wy iω( ) — матрица, комплексно сопряженная с ма-
трицей Wy iω( ); Wy

T iω( ) — матрица, транспонирован-
ная по отношению к матрице Wy iω( ).

В случае когда определяемое параметрами впи-
сывания положение равновесия экипажа неустойчи-
во, в системе возникают нестационарно-периодиче-
ские колебания, для анализа которых аппарат линей-
ных дифференциальных уравнений и стационарных 

случайных процессов использован быть не может. В 
этом случае учет нелинейностей является принципи-
ально необходимым.

Система уравнений стохастических колебаний 
экипажа в случае, когда невозмущенное движение 
неустойчиво, может быть записана в следующей ма-
тричной форме:

�y Cy x y+ = ( ),  , ε t , (9)
где y — вектор линейных и угловых перемещений эле-
ментов системы, возмущенных относительно изоли-
рованного положения равновесия, и их первых про-
изводных по времени t; C — квадратная матрица 
коэффициентов; x y,  , ε t( ) — вектор правых частей си-
стемы уравнений (9), содержащий случайные возму-
щения γ 0 vt( ) и h vtp

0 ( ) и члены порядка ε.
Для последующего решения задачи фундаменталь-

ное значение имеет матрица A ω0( ), присоединенная к 
C E+ iω0 , т. е. транспонированная по отношению к ма-
трице, составленной из алгебраических дополнений к 
элементам матрицы C E+ iω0  (здесь E  — единичная 
матрица).

Все строки и столбцы матрицы A ω0( ) являются ли-
нейно зависимыми (ранг матрицы равен единице), по-
этому она может быть представлена в виде произведе-
ния матрицы-столбца V и матрицы-строки W .

В качестве V  и W  выберем строку и нормирован-
ный столбец матрицы A, соответствующие координа-
те y11, представляющей собой поперечное смещение 
первой (последней по ходу движения экипажа) колес-
ной пары относительно продольной оси х.

Если матрицу A ω0( ) записать в виде

A ω0

11 12 1

21 22 2

1 2

( )=

…
…

………………
…



















A A A

A A A

A A A

n

n

n n nn






 (10)

и условиться, что первая строка и первый столбец 
этой матрицы соответствуют координате y11, то будем 
иметь

W A V
A
A

V W Ak k s
s

s k sk= = =1
1

11

; ;     ,

где Wk  и Vs  — элементы матрицы-строки W  и матри-
цы-столбца V соответственно.

Модальный столбец V представляет собой норми-
рованный относительно координаты y11 собственный 
вектор линейной части системы (9). В связи с этим ре-
шения, соответствующие корню λ ω= i 0 и удовлетво-
ряющие линейной (левой) части системы уравнений 
(9), могут быть записаны в нормальной форме [7]

y aNs s s= +( )cos θ γ , (11)

где Ns связано с Vs соотношением V N is s s= { }exp γ , a и 
θ — амплитуда и фаза колебаний.
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Определив вероятностные параметры случайных 
процессов углов боковой качки кузова, поперечных 
смещений колесных пар относительно оси пути, а так-
же продольных и поперечных скольжений колесных 
пар как в случае устойчивого, так и в случае неустой-
чивого движения экипажа, можно найти вероятност-
ные характеристики боковых сил, действующих на 
рельсы от колес экипажа, и дополнительных верти-
кальных сил в контактах колес и рельсов, возникаю-
щих при боковой качке экипажа. Для решения этой 
задачи может быть применен математический аппа-
рат теории полиномов Эрмита.

Примеры результатов расчетов боковых сил (по на-
ружной нити) при движении груженого полувагона в 
кривой радиусом 430 м, возвышением 75 мм при раз-
личных уровнях непогашенного ускорения приведены 
в табл. 2. Расчеты выполнены по разработанной стоха-
стической модели и программе «NUCARS» [8].

Матрицу взаимных спектральных плотностей ди-
намических сил в контактах колес и рельсов при ко-
лебаниях подпрыгивания и галопирования экипа-
жа можно получить с использованием известной 

формулы теории случайных процессов, определяю-
щей спектральную плотность процессов на выходе ли-
нейной системы [5]

S W S WQ p p
Ti i1( )( )= ( ) ( ) ( )ω ω ω ωΞ , (12)

где SQ
1( )( )ω  — матрица взаимных спектральных плот-

ностей динамических сил в контактах колес и рель-
сов при колебаниях подпрыгивания и галопирования 
экипажа; Wp iω( ) — матрица частотных характеристик, 
связывающая неровности пути в профиле и неровно-
сти на поверхностях катания колес с динамическими 
силами в контактах колес и рельсов; Wp iω( ) — матри-
ца частотных характеристик, комплексно сопряжен-
ная с матрицей Wp iω( ); Wp

T iω( ) — матрица частотных 
характеристик, транспонированная по отношению к 
матрице Wp iω( ); SΞ ω( ) — матрица взаимных спек-
тральных плотностей суммарных неровностей в кон-
тактах колес экипажей и рельсов.

Примеры результатов расчетов взаимодействия пу-
ти и подвижного состава при движении груженого по-
лувагона в кривой радиусом 600 м, возвышением 60 мм 
при скорости 50 км/ч приведены в табл. 3. Расчеты вы-
полнены по разработанной стохастической модели и 
программе «Универсальный механизм» [9].

Матрица взаимных спектральных плотностей вер-
тикальных неровностей SΞ ω( ) может быть записана в 
виде [3]

S S S R EΞ Ξ Ξω ω ω ωξ ξ( )= ( )+ ( )= + ( )П К П К
S S , (13)

где SΞП ω( ) — матрица взаимных спектральных плотно-
стей неровностей пути под колесами экипажей; 
SΞК ω( ) — матрица взаимных спектральных плотностей 
неровностей на колесах экипажей; Sξ ω

П
( ) — спектраль-

ная плотность эргодического процесса неровностей 

Т а б л и ц а  2
Результаты расчетов боковых сил

T a b l e  2
Results of calculation of lateral forces

анп, м/с2 Боковые силы, кН

Расчеты по стохастической модели Расчеты по NUCARS

–0,1 34,9 33
–0,33 31,2 36
–0,47 29,4 33
–0,5 28,7 26

Т а б л и ц а  3
Результаты расчетов взаимодействия пути и подвижного состава в вертикальной плоскости

T a b l e  3
The results of calculations of interaction between track and rolling stock in the vertical plane

Показатели (под колесами, дви-
жущимися по наружной нити)

Расчетная программа Значение Номер колесной пары

1 2 3 4

Отжатие рельса, мм Стохастическая мо-
дель

Среднее 1,20 0,20 1,10 0,00
СКО 0,17 0,40 0,16 0,38
Максимальное вероятное 1,63 1,20 1,50 0,95

Универсальный ме-
ханизм

Среднее 1,13 0,35 1,11 0,36
СКО 0,33 0,27 0,35 0,29
Максимальное вероятное 1,96 1,03 1,99 1,09

Вертикальный прогиб рель-
са, мм

Стохастическая мо-
дель

Среднее 1,20 1,20 1,20 1,20
СКО 0,05 0,06 0,05 0,06
Максимальное вероятное 1,33 1,35 1,33 1,35

Универсальный ме-
ханизм

Среднее 1,06 1,04 1,05 1,04
СКО 0,10 0,08 0,10 0,07
Максимальное вероятное 1,31 1,23 1,30 1,23
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пути, включающих в себя неровности на поверхностях 
катания рельсов и дополнительные несовершенства 
пути (зазоры между рельсом и подрельсовым основа-
нием, неравноупругость пути); Sξ ω

К
( ) — спектральная 

плотность неэргодического стационарного процесса 
неровностей на поверхностях катания колес экипажа; 
E — единичная матрица; R — осцилляционная матрица, 
определяемая по формуле (5).

Заметим, что параметру Ω  соответствует длина 
неровности

l =
2π
Ω

. (14)

Методы определения спектральных плотностей 
Sξ ω

П
( ) и Sξ ω

К
( ) изложены в работах [3, 10].

Заключение. Решение задач определения пока-
зателей надежности и оптимизации стоимости жиз-
ненного цикла конструкции железнодорожного пу-
ти невозможно без привлечения вероятностных ме-
тодов оценки напряженно-деформированного состоя-
ния элементов верхнего строения пути, по которому 
движутся с различными скоростями поезда, сформи-
рованные из вагонов различной конструкции с раз-
личными осевыми нагрузками. При этом необходимо 
учитывать также план и профиль линии, скорость дви-
жения экипажей и их динамические качества, а так-
же конструкцию верхнего строения пути и земляного 
полотна и их фактическое состояние. Перечисленные 
факторы могут быть учтены только при условии при-
менения вероятностных методов расчетов динамики 
и прочности пути.

Прямые стохастические методы, основные поло-
жения которых изложены в данной статье, позволяют 
определять вероятностные характеристики напряжен-
но-деформированного состояния элементов верхнего 
строения пути при реальном потоке эксплуатацион-
ных нагрузок на заданном участке и решать важней-
шие технико-экономические задачи, связанные с экс-
плуатацией путевой инфраструктуры.
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Abstract. Optimization of life-cycle cost of structures of rail-
way track for different lines is a multi-task.

Railway track can be seen as a dynamic system, which is got as 
the input deteriorating impact — operational load and enhancing 
impact — maintenance and repair activities.

Results of these two effects on physical level are the force indi-
cators of interaction between track and rolling stock and parame-
ters depend on them, which include:

forces of interaction in contact point of wheel — rail system;
deformations and stresses of elements of track superstructure 

and in the main level of subgrade;
track wear, accumulation of residual deformations in track and 

its elements.
It is known that the actual axial loads on carriage, geome-

try of the track, irregularities on rolling surface of the wheels 
and other parameters are random. To analyze the interaction 
between track and rolling stock in the conditions of the random 
nature of disturbances methods of the probability theory and   E-mail:  isso_nto@mail.ru (E. D. Zagitov)
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the theory of random functions should apply as the input of the 
system.

This article presents the structure and the basic expression pat-
terns of interaction model between track and rolling stock, devel-
oped on the basis of methods of the theory of random functions 
and probability theory. A comparison of results of calculations of in-
teraction between track and rolling stock was made on the basis of 
stochastic model by calculations of “Universal Mechanism” model 
and NUCARS. Stochastic methods, the main provisions of which are 
outlined in this article, make it possible to determine the probabili-
ty characteristics of the stress-deformation state of the elements of 
track superstructure and the stresses on the main level of the sub-
grade with the real flow of operational loads on a given area. This 
method also helps solving the most important technical and eco-
nomic problems related to the operation of track infrastructure.

Keywords: railway track; interaction between track and rolling 
stock; stochastic model; vibrations
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