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Метод исследования вынужденных колебаний 
железнодорожных экипажей в кривых 
в инерциальной системе отсчета

Аннотация. В настоящей статье приведен метод исследо-
вания вынужденных колебаний железнодорожных экипажей, 
вызванных неровностями пути в плане и профиле, в кривой 
в инерциальной системе отсчета, позволяющий существен-
но упростить постановку задачи и сократить время счета при 
оценке динамики экипажа, нагруженности его элементов, из-
носных показателей пары колесо — рельс без ущерба для точ-
ности расчета. Даны результаты расчетов на примере движе-
ния четырехосного экипажа в кривых различного радиуса.
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В классической постановке движение механиче-
ских систем в кривых рассматривается в подвиж-

ных, неинерциальных системах отсчета, перемещаю-
щихся относительно неподвижной инерциальной си-
стемы отсчета [1, 2].

В настоящей статье приведен метод исследования 
вынужденных колебаний железнодорожных экипа-
жей, вызванных неровностями пути в плане и профи-
ле, в кривой в инерциальной системе отсчета. Метод 
позволяет существенно упростить постановку задачи и 
сократить время счета при оценке динамики экипажа, 
нагруженности его элементов, износных показателей 
пары колесо — рельс без ущерба для точности расчета.

В качестве объекта исследования взят четырех-
осный экипаж, описываемый системой нелинейных 
дифференциальных уравнений 88-го порядка вида

Mq Bq Cq Q q q F q qs s s s s s s
�� � � �+ + = +( ) ( ),

где М, В, С — матрицы инерционных, демпфирую-
щих и квазиупругих коэффициентов соответственно; 
F q qs s
�( ) — вектор возмущающих воздействий; Q q qs s

�( ) — 
вектор обобщенных сил, содержащий нелинейные 
члены системы дифференциальных уравнений; 
q q qs s s, ,� ��  — векторы обобщенных координат и их про-
изводных по времени; s — число степеней свободы 
рассматриваемой механической системы. За обоб-
щенные координаты, связывающие угловые и линей-
ные перемещения кузова, элементов тележки и пути, 
приняты координаты, приведенные на рис. 1.

Движение железнодорожного экипажа определя-
ется траекторией рельсовой колеи и осуществляется 
посредством сил, обусловленных псевдоскольжением 
или скольжением колес колесных пар относительно 

рельсов, и восстанавливающих (стабилизирующих) 
сил, действующих на колесные пары в областях кон-
такта колес с рельсами. При наличии на колесе колес-
ной пары одной или двух областей контакта силы, 
обус ловленные псевдоскольжением или скольжением 
колес колесных пар относительно рельсов (Fk

ji), и вос-
станавливающие (Yk

ji ) силы определяются из 
выражений
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k
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где N k
ji

k k
ji

k
ji, , ,µ ε γ  — нормальные силы, коэффициен-

ты сцепления, относительные скорости скольжения 
и углы наклона профиля колеса к горизонту в первой 
и второй областях контакта соответственно; 
f k

jiε( ) — зависимость нормированной силы трения от 
относительной скорости скольжения; j  = 1,..,4 — но-
мер колесной пары; i  = 1, 2 — номер колеса в колес-
ной паре; k  = 1, 2 — первая (условно на поверхности 
катания) и вторая (условно на гребне) области кон-
такта. Реально эти области контакта могут находить-
ся за пределами тех частей профиля, которые называ-
ют поверхностью катания и гребнем.

Методика определения сил, скоростей относитель-
ного скольжения, углов наклона профиля к горизонту 
в области контакта при движении экипажа в прямых 
и кривых участках пути приведена в работе [3]. В на-
стоящей статье даны дополнения, позволяющие при 
численных методах интегрирования исследовать дви-
жение железнодорожных экипажей в кривых в инер-
циальных системах отсчета.

При обычной постановке задачи вынужденные ко-
лебания экипажа рассматриваются относительно по-
движной, неинерциальной системы координат [4 – 7]. 
Подвижная система координат, называемая в даль-
нейшем путевой (x y z, , ), движется вдоль оси пути, где 
ось x  направлена по касательной к траектории кривой. 
Материальные тела динамической системы движутся 
относительно путевой системы координат. Оси коор-
динат материальных тел расположены в центре их 
масс. Принимаем движение путевой системы коорди-
нат как вращательное относительно мгновенной оси 
вращения в переходной кривой и как вращение вокруг 
неподвижной оси в кривой. В этом случае ускорения 
материальных тел динамической системы относитель-
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но инерциальной системы отсчета можно представить 
в виде векторной суммы ускорений

a a a a an k r= + + +τ ,

где три первые составляющие — нормальное (an), ка-
сательное (aτ) и поворотное (ak) ускорения являются 
поправками на неинерциальность системы отсчета; 
ar — ускорение материального (твердого) тела дина-
мической системы относительно путевой системы 
координат.

При исследованиях вынужденных колебаний же-
лезнодорожных экипажей, вызванных неровностями 
пути в плане и профиле, в кривых участках пути по-
воротным ускорением можно пренебречь вследствие 
его малости. Касательное ускорение определяет из-
менение линейной скорости движения экипажа при 
движении в кривой. Существенно большее влияние 
на динамику экипажа в кривой оказывает нормальное 
ускорение, обусловленное кривизной пути и вызван-
ное силами, возникающими в областях контакта колес 
колесных пар экипажа с рельсовой колеей вследствие 
этой кривизны. Это ускорение определяет изменение 
направления вектора скорости и смещение в направ-
лении к центру кривизны материальных тел динами-
ческой системы.

Для реализации движения динамической системы 
в кривой в инерциальной системе отсчета предусма-

тривается исключение после каждого шага интегриро-
вания смещения и приращения скорости материаль-
ных тел динамической системы, вызванных кривиз-
ной рельсовой колеи. При постоянной скорости дви-
жения эти выражения равны:
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n, , , , ,  — поперечные составляющие 

скорости и перемещения колесных пар, обрессорен-
ных масс тележек и кузова после очередного шага ин-
тегрирования; � � �y y y y y yj

n
ti
n

k
n

j
n

ti
n

k
n, , , , ,  — поперечные со-

ставляющие скорости и перемещения колесных пар, 
обрессоренных масс тележек и кузова после очеред-
ного шага интегрирования и исключения составляю-
щих, вызванных кривизной пути; v — скорость дви-
жения экипажа; ∆t  — шаг интегрирования; Rj — радиус 
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Рис. 1. Структурная схема четырехосного вагона
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кривизны рельсовой колеи под колесной парой; 
j — номер колесной пары. В данных выражениях при 
переменной скорости движения экипажа скорость 
задается как среднее значение начальной и конечной 
скороcти на каждом шаге интегрирования [8].

Помимо этого, в кривой у приведенного на рис. 1 
экипажа оси координат колесных пар y y y y1 2 3 4, , ,  на-

ходятся относительно оси координат кузова yk , на-
правленной к центру вращения экипажа, под углом 
θ1

1

=
+L l

R
, θ2

2

=
−L l

R
, θ3

3

=−
−L l

R
 и θ4

4

=−
+L l

R
. Вслед-

ствие этого возникает дополнительное поперечное 
скольжение колесных пар. В предлагаемой методике 
оно учитывается при определении поперечной состав-
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Рис. 2. Поперечные составляющие ускорений кузова (��yk), первой 

по ходу тележки (��yt1) и непогашенное ускорение кузова (��ynk); 
v = 40 м/с, R = 1000 м, h = 150 мм
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Рис. 3. Поперечные составляющие ускорений кузова (��yk), первой 

по ходу колесной пары (��y1) и непогашенное ускорение кузова 
(��ynk); v = 30 м/с, R = 900 м, h = 150 мм
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Рис. 4. Рамная сила (Yp1), суммарная поперечная составляющая 
сил трения (Fy1) и восстанавливающие силы (Yв11, Yв12) в области 

контакта колеса с рельсом, действующие на первую по ходу колес-
ную пару; v = 40 м/с, R = 1000 м, h = 150 мм
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Рис. 5. Рамная сила (Yр1), суммарная поперечная составляющая 
сил трения (Fy1) и восстанавливающие силы (Yв11, Yв12) в области 

контакта колеса с рельсом, действующие на первую по ходу колес-
ную пару; v = 30 м/с, R = 900 м, h = 150 мм
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ϕz 4) по ходу колесных пар; v = 40 м/с, R = 1000 м, h = 150 мм
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ляющей скорости скольжения колесной пары относи-
тельно рельсовой колеи. Поперечная составляющая 
скорости скольжения (λ y

ji) для колесных пар, не имею-
щих жестких связей с рамой тележки, равна

λ ξ ϕ θy
ji

j nj
ji

zj
j

jy y v v
t

R
v= − − − + ±� � � 2 ∆ , (2)

где � �y yj nj,  — поперечная скорость колесной пары и 
рельсовой колеи соответственно; �ξ ji  — скорость изме-
нения неровностей рельсовых нитей в плане; 
ϕzj  — угол поворота при вилянии колесной пары; 
остальные значения приведены выше. Знак «плюс» 
берется при j = 1, 2; «минус» — при j = 3, 4.

Ниже приведены наиболее информативные с точ-
ки зрения движения в кривой результаты расчета вы-
нужденных колебаний четырехосного экипажа и фак-
тора износа колес колесных пар, выполненного с ис-
пользованием данного метода. Решения получены 
при R = 1000 м, v = 40 м/с и возвышении наружного 
рельса (h) — 150 мм, а также при R = 900 м, v = 30 м/с 
и h = 150 мм, что соответствует непогашенному уско-
рению порядка 0,7 м/с2 и близкому к нулю, при на-
личии возмущения в плане и профиле и в идеальной 
кривой. На рис. 2 – 5 приведены поперечные уско-
рения кузова, тележки, колесной пары, непогашен-
ные ускорения кузова, а также рамные силы и силы, 
действующие в областях контакта на колесную пару 
и определяющие эти ускорения. При заданных пара-
метрах кривой и скорости движения четырехосный 
экипаж в обоих случаях движется в положении наи-
большего перекоса, где первая и вторая по ходу дви-
жения колесные пары набегают на внешнюю нитку 
рельсовой колеи, а третья и четвертая — на внутрен-
нюю, что видно из представленных на рис. 6 и 7 по-
перечных перемещений, виляния и углов набегания 
колесных пар первой и второй по ходу тележек. Для 
профилей колеса (ГОСТ 9036 – 88) и рельса (ГОСТ 
51685), при которых выполнялись расчеты, при попе-
речном смещении колесной пары относительно рель-
совой колеи есть участок контактирования на профи-
ле колеса, имеющий две области контакта одновре-
менно. На рис. 8 приведены факторы износа, полу-
ченные на первой и четвертой по ходу колесных парах. 
Из графика видно, что первая колесная пара набегает 
на внешний, а четвертая — на внутренний рельс кри-
вой и набегающие колеса колесных пар имеют устой-
чивые две области контакта как в идеальной кривой, 
так и при наличии неровностей в плане и профиле.

Впервые данный метод был использован при иссле-
довании динамических качеств и износа колес колес-
ных пар двухосного экипажа с радиальной установкой 
и без нее [3]. Предварительно для экипажа без ради-
альной установки в кривой были выполнены сравни-
тельные расчеты при классической постановке задачи 
в подвижной системе координат и с использованием 

приведенного выше подхода. Расчеты проводились с 
различными скоростями, радиусами кривых и возвы-
шениями наружного рельса, а также варьировался ряд 
параметров экипажа. При одинаковых условиях зада-
ния изменения радиуса кривизны и возвышения рель-
са в переходных кривых было получено полное совпа-
дение всех динамических и износных показателей, а 
именно сил, ускорений, перемещений, углов поворо-
та, факторов износа на всем участке исследования как 
при наличии возмущения в плане и профиле, так и в 
идеальной кривой. В последующих исследованиях этот 
метод использовался при анализе и оценке влияния из-
менения формы элементов профиля колеса и рельса на 
динамические качества различных типов подвижного 
состава в кривых и разработке профиля ВНИИЖТ-Р 
[9], а также при прогнозировании износа профиля ко-
леса ВНИИЖТ-РМ-70 скоростного электропоезда 
«Сапсан» в зависимости от пробега [10].

Вывод. Предложен метод, позволяющий исследо-
вать движение железнодорожных экипажей в кривых 
участках пути в инерциальной системе отсчета.

Данный метод существенно упрощает постановку 
задачи и сокращает время счета при сохранении точ-
ности расчета.
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Рис. 8. Факторы износа на поверхности катания (Ф11, Ф12) и 
гребне (Фг

11, Фг
12) первой и поверхности катания (Ф41, Ф42) и гребне 

(Фг
41Фг

41) четвертой по ходу колесных пар при отсутствии возму-
щения, а также факторы износа (Ф12, Фг

12) при наличии возмуще-
ния в плане и профиле; v = 40 м/с, R = 1000 м, h = 150 мм
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Abstract. Classical procedure prescribes to examine mechani-
cal systems motion in non-inertial reference frames moving in rela-
tion to stationary inertial frame.

In the present paper there is proposed method to examine 
forced oscillations of railway vehicles caused by curved track ir-
regularities in plane and profile in inertial reference system, al-
lowing for much-simplified setting up a problem and reduced 
computation time while making assessment of vehicle dynam-
ics, its components loading and wear indices of a wheel/rail fric-
tion pair without loss of accuracy. Object of examination is rep-
resented with four-axle vehicle described by a set of non-line-
ar differential equations. There are given computation results 
as exemplified by such vehicle movement in curves with differ-
ent radii.
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Повышение эффективности инноваций и мотивация их внедрения 
на железных дорогах России. Научно-методическое пособие / под 
ред. М. М. Толкачевой, Г. Е. Писаревского // Сб. науч. тр. ОАО 
«ВНИИЖТ». М.: Интекст, 2014. 152 с.

Приведены результаты деятельности корпоративной системы 
научно-технической информации по внедрению инноваций на 
железнодорожном транспорте, реализуемых в соответствии с тре-
бованиями действующих нормативных документов ОАО «РЖД» 
по организации такой  работы. Одной из составляющих  системы 
является мотивация работников, занятых  внедрением передового 
опыта, заимствованного из информационной базы данных хол-

динга «РЖД». Особое внимание уделено развитию методов оценки 
экономической эффективности  внедрения  новых технических 
достижений на транспорте, относящихся к сфере  его инноваци-
онного развития.

Настоящее  издание рассчитано на специалистов ОАО «РЖД», 
занимающихся вопросами внедрения технических достижений и 
передового опыта, а также может быть полезно преподавателям и 
студентам  транспортных вузов. 
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